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Introduction

Les Eléments d'Euclide sont, après la Bible, l'ouvrage ayant connu le plus grand nombre d'éditions depuis l'invention de l'imprimerie. Etant données l'ancienneté et la diversité des sources antiques de ce texte, il n'est évidemment pas simple de reconstituer un tableau de cette histoire éditoriale. Les manuscrits proviennent de deux traditions distinctes, grecque et arabe et les éditions des XVIe et XVIIe sont, soit des approches philologiques du corpus, soit des occasions de commentaires philosophiques, soit des approfondissements mathématiques, soit encore des traités à fonction pédagogique. De cette énorme activité éditoriale, je ne mentionne que l'édition due à Christophe Clavius (1574) car elle est utilisée -je crois- par tous les auteurs du XVIIeme siècle. A son sujet, Maurice Caveing écrit :

[…] la version latine de Christophe Clavius (1538/1612) […] n’est pas une traduction, mais une recension, donnée pour telle et marquée de sa personnalité. […] Aux 486 propositions que compte le texte grec, Clavius en ajoute 671, les preuves sont réécrites, les constructions développées ; un considérable accompagnement de notes recueillies chez les éditeurs et commentateurs précédents se combine avec les critiques et les éclaircissements de Clavius lui-même pour produire un ouvrage de très grande valeur. […] Il identifie la tradition arabe chez Campanus, condamne ses prédécesseurs qui ont rejeté les anciennes preuves pour y substituer de mauvaises et reconnaît la valeur de Commandinus. Grâce à cette œuvre magistrale, le XVIIe siècle allait disposer d’un Euclide, sinon philologiquement impeccable, du moins mathématiquement instructif et stimulant 
. 

Cette présence euclidienne nourrit aussi bien la réflexion et la production philosophique, mathématique et pédagogique. Après la période proprement philologique de redécouverte et d'établissement du texte, les Eléments forment la base culturelle commune des mathématiciens et philosophes (physiciens) depuis la fin du XVIe siècle jusqu'à la fin du XVIIe. Je propose ici d'examiner quelques aspects de cette référence euclidienne et de la réflexion qu'elle suscite. Il sera surtout question, dans cet article, de son rôle dans l'établissement de la science abstraite (souvent mais pas forcément assimilée aux mathématiques pures).

Les Eléments et la mathématisation de la physique

Avant d'y venir, je crois utile de proposer quelques remarques concernant la place de cette discussion dans ce qui constitue le centre nerveux de la révolution scientifique, à savoir dans le programme de mathématisation de la nature. Tous les auteurs dont il sera question sont acquis à cette idée ‘nouvelle’ selon laquelle les lois de la nature peuvent être interprétées et énoncées en termes mathématiques. C'est donc, inévitablement, vers Galilée qu'il faut se tourner. L'adéquation entre la géométrie et les phénomènes de notre monde est bien, pour lui, le critère déterminant la position philosophique des uns et des autres: c'est tout l'enjeu de l'opposition entre Simplicio, l'aristotélicien de ses dialogues et Salviati et Sagredo, le savant moderne et l'honnête homme. Si le programme est clair, les difficultés de sa réalisation sont considérables. En premier lieu on constate une influence mutuelle des concepts mathématiques et physiques: la physique de Galilée est inévitablement déterminée par les mathématiques dont il dispose et en retour, celles-ci sont ‘travaillées’ par les concepts centraux de la nouvelle physique. Or, de quelles mathématiques dispose-t-il, sinon notamment des Eléments d'Euclide
. Mais l'œuvre d'Euclide n'a justement pas été conçue comme langage a priori adéquat à un dialogue avec les phénomènes naturels, mais comme base d'une science pure et abstraite 
. Ainsi les quantités dont traitent les Eléments sont-elles le nombre, la ligne, la surface, le volume et l'angle. Or, de quoi la physique galiléenne (et post-galiléenne) doit-elle traiter, sinon de poids, de temps, de vitesses, de densités? C'est dans ce cadre qu'on saisit l'avertissement que Roberval adresse à son lecteur au début du sixième livre de ses Eléments de Géométrie : 

Il peut y avoir raison entre deux choses, les comparant autrement que par la quantité : comme par la pesanteur, par la lumière, par le son, par le mouvement, par les forces et par d’autres accidents. Mais cette raison n’est pas de la pure géométrie qui ne compare que les cinq genres dont il a été parlé […], savoir les lignes par leur longueur, les superficies par leur longueur et largeur ensemble, les solides par leur longueur, largeur et profondeur ensemble, les angles par leur ouverture et les nombres par la multitude des unités qu’ils contiennent. Toutes les autres raisons sont de la physique. Et pourtant elles ne laissent pas d’être en usage dans la mathématique mêlée de la physique, comme dans l’optique, dans la mécanique, dans la musique, dans l’astronomie etc., ce qui n’est pas proprement de ce lieu où nous n’entendons traiter que des raisons géométriques. Mais il faut se souvenir que la même méthode dont nous nous servirons ici servira aussi lorsqu’il faudra traiter des autres raisons. Partant, cet avertissement n’est qu’une exclusion des raisons qui ne sont point de géométrie et qui pour cette cause sont renvoyées ailleurs
.

Un rappel de même nature avait été fait par Clavius
 dans le commentaire de sa définition 3. On observe que le jésuite distingue clairement entre la proportion qui “ne se trouve au sens propre que dans les seules quantités” et des grandeurs dont il est clair qu'elles ne sont pas essentiellement des quantités: les sons, les voix, les lieux, les mouvements, les poids et les puissances et même les temps. Comme si la division entre ce qui est “proprement qualitatif“ et ce qui ressort seulement “de quelque manière” du quantitatif, recouvrait la division entre le géométrique et ce qu'il faut bien appeler les grandeurs physiques. Roberval enregistre explicitement cette distinction des sciences: à la pure géométrie d'examiner les comparaisons véritablement quantitatives, la physique et a fortiori “la mathématique mêlée de physique” se chargeant des comparaisons “par accident”. Si la théorie des proportions est donc fondamentalement étrangère aux objets qui ne sont pas de pure géométrie, pourtant un vaste champ d'application lui est ouvert dans les sciences comme l'optique, la mécanique, la musique et l'astronomie. On ne peut que souligner la forte inspiration aristotélicienne de ces distinctions.

L'importante mise au point de Descartes dans les Règles propose un traitement très différent de la même question puisqu'il énonce que, 

par dimension, nous n'entendons rien d'autre que le mode et le rapport sous lequel un sujet quelconque est considéré comme mesurable: de sorte que ce ne sont pas seulement la longueur, la largeur et la profondeur qui sont les dimensions du corps, mais encore le poids est la dimension selon laquelle les sujets sont pesés, la vitesse est la dimension du mouvement, et une infinité d'autres choses de cette sorte […] Toutes ces divisions se comportent cependant de la même manière, si on ne les considère que sous le rapport de la dimension, comme il faut le faire ici, de même que dans les disciplines mathématiques; c'est plutôt aux physiciens qu'il appartient en effet d'examiner si elles ont un fondement réel
. 

Les philosophes de la nature, à la suite de Galilée, entendent donc exploiter, exporter les résultats de pure géométrie à des domaines physiques pour lesquels ils n'ont pas été conçu à l'origine. Il s'agit de franchir la frontière ancienne et bien établie entre les sciences théorétiques, hétérogènes dans leur objet et par le degré de réalité de cet objet. Selon cette tradition, les mathématiques ne sont pas une science des choses sensibles mais ne sont pas non plus science de choses qui existeraient vraiment en dehors des objets sensibles: ce qu'elles posent comme séparé n'a pas d'existence autonome dans la nature.

En outre - et avec quelle insistance - la nature, que l'on veut exprimer mathématiquement, n'offre pratiquement que des phénomènes variables, des relations fonctionnelles entre ces ‘grandeurs’. Galilée est bien en peine de trouver, dans la mathématique classique, des outils aptes à en rendre compte. Ainsi que l'a écrit Enrico Giusti, les outils mathématiques euclidiens, qui sont absolument incontournables pour Galilée, fournissent un “schéma bien trop pauvre pour être suffisant aux exigences de la physique”
 et il ne peut en résulter qu'une physique très élémentaire.

Lui qui a proclamé l'adaptation des concepts physiques à la géométrie sait qu'il lui faut tenter la réciproque. Ceci est essentiel puisque :

une fois choisie la géométrie (en particulier la théorie des proportions) pour la description des phénomènes, les seules relations possibles entre les corps naturels sont ceux que prévoit la théorie entre les grandeurs abstraites et nos représentations de la nature devront s'y conformer avec toutes les distorsions qui en découlent
. 

Galilée avait prévu d'ajouter une cinquième et une sixième journée aux Discorsi e dimostrazioni matematishe sopra due nuove scienze. La sixième (jamais achevée) devait traiter de la percussion et la cinquième de la théorie des proportions. Elle ne fut pas intégrée au traité lors de la publication en 1638, mais fut rédigée peu après, avec l'aide de Torricelli. Publiée seulement en 1674 par Viviani à Florence, elle propose une réforme de la théorie euclidienne, organisée autour d'un réexamen de deux de ses points sensibles: la définition 5 du livre VI de la proporzione composta
 qui est très certainement interpolée et « n'a jamais fait l'objet d'un exposé satisfaisant », comme l'écrivait déjà Eutocius au VIe siècle. L'autre point abordé est central puisqu'il s'agit de la définition même des grandeurs proportionnelles (la définition 5 du livre V qui définit cette relation par les équimultiples). Ce joyau de la théorie euclidienne ne satisfait pas Galilée qui l'estime trop difficile et impropre à faire connaître le concept de proportionnalité. Il propose une définition alternative, par similitude des rapports, qui peut sembler très contestable et s'apparenter à un cercle logique. Voici en effet la définition générale que propose Salviati :
anco in qual altro modo s'intendano quattro grandezze esser fra loro proporzionali; ed è questo. Quando la prima per avere alla seconda la medesima proporzione che la terza alla quarta non è punto né maggiore né minore di quello che dovrebbe essere, allora s'intende aver la prima alla seconda la medesima proporzione che ha la terza alla quarta
.

Il n'est pas question de détailler davantage la manière dont Galilée relit les Eléments et tente de les adapter à son programme - tache qu' E. Giusti a si remarquablement menée à bien dans son Euclides reformatus (1993). Je mentionne seulement une des contraintes simple et sévère qu'il rencontre : deux grandeurs n'ont de raison entre elles que si elles sont homogènes (ligne à ligne, nombre à nombre etc.). Ceci est un point incontournable de la théorie que nous ne faisons qu'oublier lorsque nous identifions la mesure d'une grandeur à la grandeur elle-même, tant il est vrai qu'une mesure n'est autre chose qu'un rapport. Il n'est donc pas possible de produire directement une grandeur physique -la vitesse- comme rapport d'un espace et d'un intervalle de temps qui sont hétérogènes; pas plus que d'obtenir un poids spécifique comme rapport d'un poids relatif et d'un volume. Mais il est possible de donner le rapport des vitesses comme composé du rapport des distances et du rapport inverse des temps. La composition des rapports est ainsi une manipulation nécessaire à la constitution de la cinématique galiléenne. On sait que pour être opératoire (en particulier lorsqu'il s'agit de grandeurs cinématiques), la définition de la composition des rapports réclame l'adoption d'un postulat d'existence de la quatrième proportionnelle, trois grandeurs étant données (dont deux sont homogènes). E. Giusti montre comment la réforme galiléenne de la théorie des proportions satisfait à cette exigence.

Les contraintes imposées à la physique par cet outillage devenu insuffisant ‘éclairent’ un point précis et troublant dans l'élaboration de la théorie de la chute des corps (sujet dont il est inutile ici de souligner l'importance). Deux passages, l'un de Galilée, l'autre de Descartes, sont en effet difficiles à interpréter. Le premier, bien connu, est celui dans lequel, en 1604, Galilée expose à Paolo Sarpi la loi de la chute des graves. Partant d'un principe “très naturel” selon lequel :

le corps grave qui tombe accroît sa vitesse continuellement suivant que s'accroît la distance du point de départ […], ainsi en chaque point de la ligne ab, on trouve des degrés de vitesse proportionnels aux distances de ces mêmes points de l'origine a
.

 Galilée en déduit la loi désormais classique, “Les espaces traversés d'un mouvement naturel sont dans le rapport double des temps [i.e. comme le carré des temps] et, par conséquent, que les espaces traversés en des temps égaux sont entre eux comme les nombres impairs à partir de l'unité”
. Le problème est précisément que cette loi exacte est déduite d'un principe faux, ou plutôt qu'on ne voit pas comment déduire mathématiquement celle-ci de celui-là. Certains parmi les plus éminents des commentateurs (Duhem, Koyré, Giusti) ont recours à une explication ‘simple’: il s'agit d'une erreur ou d'une ‘pirouette démonstrative’. Dans le cours de la démonstration constituée de manipulations sur les proportions, Galilée ‘passe’ de la proportion contraire (contraria proporzione) à la proportion sous-double (subduplicata proporzione), ce qui est absurde
.
Cette ‘erreur de Galilée’ a été largement discutée
. Je remarque seulement que l'on est ici en présence d'une opposition presque violente entre la physique naissante (ici la loi du mouvement dont est convaincu Galilée) et l'outil mathématique disponible qui s'appuie sur la théorie des proportions et trahit son inadéquation. Sur le même sujet, Descartes est lui aussi troublant: il écrit à Mersenne, le 14 août 1634 qu'il vient de ‘parcourir’ le Dialogo de Galilée et ajoute :
Je veux pourtant bien avouer que j'ai rencontré dans son livre quelques unes de mes pensées [...] La première est que les espaces par où passent les corps pesants, quand ils descendent, sont les uns aux autres comme les carrés des temps qu'ils emploient à descendre, c'est-à-dire que si une balle emploie trois moments à descendre depuis A jusques à B, elle n'en emploiera qu'un à le continuer de B jusques à C etc.” 
. 

Comment expliquer ce c'est-à-dire qui donne pour équivalentes (alors qu'elles ne le sont pas) la loi galiléenne et la proportion cartésienne des trois puis un moments? Depuis ses travaux avec Beeckman, dans les années 1619-1620, Descartes a toujours défendu cette proportion selon laquelle le temps de parcours du second espace est le tiers du temps de parcours du premier espace. Faut-il encore recourir à l'explication par l'‘erreur’, commise cette fois par l'un des plus grands mathématiciens du siècle? Quoiqu'il en soit, encore une fois la théorie des proportions et les concepts physiques ne font pas bon ménage. On verra Descartes évoluer et renoncer, petit à petit, à donner une loi quantifiée de la chute réelle, en mettant en avant les ‘mille accidents’, la multiplicité des causes intervenant dans ce phénomène.

On mesurera suffisamment ainsi la tension extrême qui s'établit en cette période où la physique ne peut plus qu'être mathématique (soit très largement euclidienne) et où le corpus géométrique admis comme rigoureux, vrai et incontournable est bien loin de constituer le langage suffisant aux inspirations des philosophes de la nature.

Dans l'étude qui suit, on prendra la mesure des efforts déployés pour résorber cette contradiction; efforts qui - pour la plupart - visent à transformer l'outil euclidien sans avoir à l'abandonner, jusqu'au moment - assez brusque - où il cesse d'être réformable et abandonne le terrain aux nouveaux algorithmes algébriques, fonctionnels et infinitésimaux.

 Ordre démonstratif et propositions premières

Parmi les énoncés euclidiens, il en est qui ne sont pas déduits d'antécédents, ce sont les notions communes (dites axiomes), les demandes (dites postulats) et les définitions. Je n'expose ni ne commente ici l'ensemble des discussions concernant la place et les rapports de ces énoncés. Je me limite à montrer comment, sur cette question, l'intuitionisme
 d'une part, le logicisme d'autre part (ainsi que les positions épistémologiques intermédiaires) prennent les Eléments d'Euclide dans un réseau critique symétrique. Les auteurs du XVIIe siècle développent, en effet, à l'égard des Eléments d'Euclide deux critiques opposées. Pour les uns, il aurait trop défini de termes et il aurait trop démontré de propositions; pour les autres, il pêche au contraire par défaut de définitions et de démonstrations. L'académicien Blondel donne un aperçu des oppositions que suscite la lecture d'Euclide dans la Préface qu'il rédige en 1677 aux Eléments de Géométrie de Roberval:

Il n’est pas le premier qui se soit aperçu que les Eléments d’Euclide qui sont les seuls des anciens qui nous restent ne satisfont pas entièrement l’esprit de ceux qui les examinent sérieusement ; et quoiqu’il n’ait aucune proposition qui ne soit d’une vérité incontestable, son œuvre néanmoins, ses démonstrations et la position de ses principes ont donné lieu à plusieurs personnes dès le temps même des anciens, d’y trouver à redire.

Les uns ont dit qu’il posait pour axiome des propositions qui pouvaient être démontrées par d’autres et l’on en voit des exemples dans les livres de Proclus, interprète et admirateur d’Euclide. D’autres ont cru que plusieurs de ses propositions étaient absolument inutiles et qu’il avait omis un très grand nombre de nouvelles que l’on appelle élémentaires et qui sont absolument nécessaires à la géométrie. […] Nous dirons seulement que Mr de Roberval a [fait preuve d'une] application que l’on pourrait appeler superstitieuse, par laquelle il a voulu démontrer mille choses que les autres ont facilement admises pour principes
. 
Ainsi que le signale Blondel, d'importantes modifications avaient - depuis longtemps - été jugées nécessaires à l'édifice euclidien. Tous avaient alors en tête - et dans leurs rayonnages - le traité ambitieux mais modéré de Christophe Clavius qui complète et ‘rectifie’ les livres d'Euclide sans remettre en cause ni son architecture, ni ses choix fondamentaux. J'écris ‘modéré’ car il me semble difficile de situer vraiment Clavius sur l'un des deux versants nets de la critique: on trouve chez lui - par exemple - quatre  MERGEFIELD notions_communes  qui ne sont pas explicites chez Euclide
. Par contre, il n'hésite pas à alimenter ses définitions aux sources les plus pratiques et sensibles qui soient: ainsi de sa définition du plan qui est rapporté à des tables de marbre fort polies.

Les critiques s'opposent sur bon nombre d'énoncés euclidiens. Voici quelques exemples d’une première classe de critiques: la troisième notion commune - « Et si, à partir de choses égales, des égales sont retranchées, les restes sont égaux » - peut (et donc doit) être démontrée et des énoncés proches doivent être ajoutés, eux aussi démontrables, comme celui-ci, proposé par Roberval: « Si de grandeurs égales, on retranche des inégales, les restes seront iné​gaux, et le plus grand sera de la part de la grandeur de qui on aura retranché le moins »
. La définition I, 4 de la ligne droite - « Une ligne droite est celle qui est placée de manière égale par rapport aux points qui sont sur elles » - est insuffisante car elle ne s'accompagne pas d'un énoncé d'existence et le choix de cette définition est d'ailleurs plein d'ambiguïtés. La construction du triangle équilatéral - « Sur une droite limitée donnée, construire un triangle équilatéral » (proposition I, 1) - n'est pas établie puisque la démonstration présuppose que les deux cercles décrits se coupent et postule donc une sorte de principe de continuité
. La propriété concernant l'égalité des arcs de cercle (proposition III, 28) doit être étendue à l’inégalité pour des arcs inégaux; Euclide manque, là comme en d'autres occasions, à une exigence d'exhaustivité et de généralité. Bien que la présupposition d'un ordre total sur les grandeurs homogènes (limitées) soit repérable dans les propositions 9-10-13 et 18 du livre V, aucun énoncé (au moins postulatoire) ne vient l'établir. Enfin, il serait possible (donc nécessaire), à partir d'une meilleure définition de la relation d'ordre, de démontrer pourquoi le tout est plus grand que la partie (propriété donnée comme huitième notion commune).

Une seconde classe de critiques dénonce le caractère superfétatoire de ces énoncés. Non seulement la ligne droite n'a pas besoin d'énoncé d'existence, mais encore sa définition est vaine, voire nuisible, puisqu'elle rend confuse une chose parfaitement claire de soi. La construction du triangle équilatéral est inutile car c'est une vérité d'évidence, parfaitement connue de tous. De même, la propriété associant arcs égaux et cordes est intuitive et ne requiert pas de démonstration. Quant à l'ordre des grandeurs, il ne fait tout simplement pas problème comme allant de soi. Enfin, que le tout soit plus grand que sa partie est le modèle même du principe premier, si indubitable qu'il ne requiert pas non plus de démonstration (sur ce point il y a accord avec Euclide).

Pour nous convaincre de l'actualité et de la concomitance de ces deux attitudes, il nous suffit de lire les traités de Roberval, champion de la première et d'Antoine Arnaud, héraut de la seconde. L'un et l'autre, au même moment, s’attellent à une même entreprise: relire les Eléments d'Euclide et les réformer. Le diagnostic est le même: l'œuvre de l'Alexandrin est imparfaite et même impropre à former de façon satisfaisante les esprits qui choisissent de s'aventurer dans l'étude de la géométrie. Antoine Arnauld fait paraître une première édition de ses Nouveaux Eléments de Géométrie en 1667 et Roberval rédige la version définitive de ses Eléments de Géométrie à partir de 1669. Pour le premier, les Eléments tournent le dos à l'ordre naturel et aux idées claires; pour le second, leur grande faiblesse est l'exigence démonstrative insuffisante. L’étude comparative de leurs Eléments de géométrie montre à quel point Arnauld souhaite ‘démontrer moins ’ (qu’Euclide) quand Roberval veut ‘démontrer davantage’.

Je mentionne tout de suite quelques exemples de cette opposition avant d'examiner les raisons de leur position respective:

Au Livre I de Roberval, trente propositions sont démontrées dont les suivantes : 

Si à des grandeurs égales, on ajoute des inégales : les touts sommes seront inégauxles ; et la plus grande sera celle à qui on aura ajouté le plus. Ce sera le même si à des inégales on ajoute des égales” (5ème prop.). 

Si une première grandeur est plus grande qu’une seconde, et cette seconde plus grande qu’une troisième ; la première sera aussi plus grande que la troisième (14ème prop.). 

Si des grandeurs ont leurs pareilles parties égales, ces grandeurs seront égales (17éme prop.). 

Si des grandeurs ont une pareille commune mesure, ces grandeurs seront égales (21ème prop.). 

Arnaud les admet toutes mais se démarque cependant d'Euclide en le faisant explicitement. La coïncidence totale de deux droites ayant une portion commune est admise par Arnauld
 et démontrée par Roberval ; il en va de même des propositions : « deux lignes droites qui se rencontrent indirectement à un point n’ont pas de portion commune » = ’ MERGEFIELD ont_pas_de_portion_commune  \* MERGEFORMAT 
 et « deux lignes droites ne se peuvent couper qu’en un point » = ’ MERGEFIELD en_un_point  \* MERGEFORMAT 
 
. La construction et l’égalité des angles droits, comme l’exis​tence du plan, subissent le même traitement
. Là encore Arnauld, à l’opposé d’Euclide, réclame explicitement l’adoption intuitive des énoncés.

L'intuitionisme

“Il ne faut qu'attention pour apercevoir la certitude [d'un axiome et…] il me semble très inutile de chercher bien loin et par de longs détours des preuves d'une chose dont il nous est impossible de douter, pour peu que nous y voulions faire attention”.

Ainsi s’exprime Arnauld
. On pourrait multiplier les citations similaires où cette attention, tellement sollicitée qu'elle en devient le générateur principal des certitudes premières, se justifie parce que c'est un défaut que de vouloir trop démontrer: ce serait tourner le dos à l'indispensable humilité de notre entendement :

Les géomètres avouent qu'il ne faut pas s'arrêter à vouloir prouver ce qui est clair de soi-même: il le font néanmoins parce que s'étant plus attachés à convaincre l'esprit qu'à l'éclairer, ils croient qu'ils le convaincront mieux en trouvant quelque preuve des choses mêmes les plus évidentes, qu'en les proposant simplement et laissant à l'esprit d'en reconnaître l'évidence
. 

Le préfacier d'Arnauld pour ses Nouveaux Eléments explique ainsi « qu'Arnauld a toujours eu quelque peine de ce que les Eléments d'Euclide étaient tellement confus et brouillés que, bien loin de pouvoir donner à l'esprit l'idée et le goût du véritable ordre, ils ne pouvaient au contraire que l'accoutumer au désordre et à la confusion».
 Examinant la Logique de Port Royal, où il est demandé « de recevoir pour évident ce qui n'a besoin que d'un peu d'attention pour être reconnu véritable», J.L. Gardies estime que

Arnauld n'hésite pas à reprocher aux géomètres en général, et à Euclide en particulier, de « prouver des choses qui n'ont pas besoin de preuve », de « vouloir prouver ce qui est clair de soi-même », toutes attitudes qu'il qualifie de défauts, ajoutant « ce défaut est venu sans doute de n'avoir pas considéré que toute la certitude et l'évidence de nos connaissances dans les sciences naturelles vient de ce principe qu'on ne peut assurer d'une chose tout ce qui est contenu dans son idée claire et distincte »
. 

Voici qui explique les choix d'Arnauld.

Descartes est en partie l'inspirateur de cette attitude très critique puisqu'on y reconnaît un effet de la doctrine des idées claires et distinctes. A la stérilité de la logique, il oppose la doctrine de la connaissance par intuition et déduction. Lui-même, cependant, ne fait jamais reproche à Euclide de n'avoir pas assez défini, ou d'avoir accepté des énoncés qui auraient exigé démonstration. Le corpus euclidien est d'un bloc accepté comme exact. On ne trouve pas, chez Descartes, de discussion sur la véracité des premiers principes en géométrie. Les définitions, les axiomes et postulats sont reçus avec toutes les garanties qu'offre le ‘regard de l'esprit’. Les axiomes de la géométrie élémentaire sont des vérités éternelles et, s'il est exact que Dieu eût pu les créer autrement, nous n'avons qu'à constater ce qu'elles nous apprennent. Il n'est même pas « nécessaire [de les dénombrer] parce que nous ne saurions manquer de les savoir lorsque l'occasion se présente de penser à elles » observe Descartes
. Or, l'occasion de considérer une notion première, c'est la présence de l'idée.

La réduction logique et formelle de ce corpus fondamental est vaine; ce qui importe est l'enquête ontologique vers un 

Etre, l'existence duquel nous soit plus connue que celle d'aucun autre […] La façon dont on réduit les autres propositions à celle-ci: « impossibile est simul esse et non esse, est superflue et de nul usage; au lieu que c'est avec très grande utilité qu'on commence à s'assurer de l'existence de Dieu »
. 

A y regarder de plus près, la lettre à Clerselier que nous venons de citer contient une remarque qui aurait pu engager Descartes dans une critique logique des énoncés premiers en mathématique. Il pose, certes, qu'il n'est pas nécessaire de chercher un principe unique ultime
, mais il ajoute que deux choses suffisent pour recevoir un énoncé comme principe premier: qu'on en puisse déduire d'autres énoncés et qu'il ne soit pas, lui-même déductible d'un autre. Ces deux conditions auraient pu l'engager à examiner si la géométrie usuelle était bien conforme à ceci, conformité fort discutable dans les Eléments d'Euclide eux-mêmes. Le fait est qu'il ne s'attache pas à un tel examen et que « Descartes garde pour modèle l'évidence non critiquée des Eléments d'Euclide »
. La position cartésienne consiste à fonder la géométrie sur des énoncés intuitivement acquis
.

Nuance pascalienne

On trouve chez Pascal une conception plus nuancée:

L'ordre de la géométrie ne définit pas tout et ne prouve pas tout […] mais il ne suppose que des choses claires et constantes par la lumière naturelle […]. Cet ordre consiste, non pas à tout définir ou à tout démontrer mais à se tenir dans ce milieu de ne point définir les choses claires et entendues de tous les hommes et de définir toutes les autres. Contre cet ordre pêchent également ceux qui entreprennent de tout définir et de tout prouver et ceux qui négligent de le faire dans les choses qui ne sont pas évidentes d'elles-mêmes […]. Si ce n'est qu'une chose soit très évidente d'elle-même; et alors, ce sera un principe et un axiome 
. 

Pascal poursuit en indiquant que chaque fois que l'on démontrera une chose parfaitement simple, ou connue d'elle-même, on entamera la perfection de l'édifice géométrique, sans toutefois en détruire la validité. Selon Pascal aussi, Euclide aurait donc voulu trop démontrer. Mais, là où Arnauld dénonce un manquement au principe de connaissance, Pascal voit un péché véniel, un manque de perfection inévitable.

La manière pascalienne d'aborder Euclide semble tenir du clair-obscur. Admiratif et respectueux du chef-d'œuvre, il le donne comme modèle de la proximité asymptotique où se tient la géométrie par rapport à la parfaite méthode de connaissance. En même temps, il semble disposé à engager un vaste travail de réorganisation, de réforme des treize livres: les définitions y sont défectueuses, certaines formes déductives doivent être ré-évaluées (raisonnement apagogique). La présence de termes indéfinis chez Euclide est un coup de force dans la mesure où elle ne reçoit pas de justification. Cette méditation conduira Pascal à une conception très élaborée de la définition avec l'explicitation claire de la différence de statut entre les termes définis et les indéfinissables. Il faut toutefois observer que la raison de cette distinction (logiquement performante) ne paraît pas immuable: est-ce au nom des intuitions claires, distinctes et indubitables que constitueraient les premières définitions (c'est ce qui transparaît dans le fragment Introduction à la géométrie), ou est-ce un choix formel et quelque peut arbitraire, conséquence de ce que toute théorie déductive se doit d'accepter quelques énoncés irréductibles qui ne sont pas imposés par l'intuition qu'on en a, mais choisis pour leur fertilité déductive?

On ne comprendrait pas l'attitude de Pascal si on perdait de vue que son dessein n'est pas d'abord d'établir la certitude absolue des connaissances mais tout autant de progresser dans l'art de persuader. Le raisonnement et l'argumentation mathématique ne doivent pas être disjoints du raisonnement et de l'argumentation à l'œuvre dans les traités de morale, d'apologétique ou de physique. L'art de persuader est le même en toutes ces circonstances. Certes, il se présente plus pur -plus simple- en mathématiques mais ce serait une erreur de l'y envisager avec trop de singularité. La géométrie ou l'arithmétique, ou le calcul des parties sont, eux aussi soumis à la faiblesse irréductible de l'auteur comme du lecteur et toutes les techniques rhétoriques de cet art de persuader doivent y être mobilisées: les présentations, l'adaptation à l'état d'esprit du lecteur, la tactique etc. La preuve reste relative et les démonstrations sont traitées comme des arguments sans que « la méthode géométrique [n'ait] rien de tyrannique dans l'application qu'en fait Pascal »
.

 Les idées de Descartes, d'Arnauld (et dans une moindre mesure de Pascal) ont en commun de les dispenser de la constitution d'une « économie générale» des principes premiers, dans leurs relations mutuelles: chacun à sa façon, ils se préoccupent de l'indubitabilité des principes, non de leur organisation en système logique.

L'obstination démonstrative

Roberval s'oppose nettement à cette attitude: 

Tout ce qui peut être démontré doit être démontré quelque clarté ou évidence qu'il paraisse avoir de soi-même, y ayant d'autres vérités évidentes qui lui auront été préférées et en vertu desquelles il peut être démontré. Ceci est fondé sur ce que, pouvant être démontré, il ne peut passer pour un principe, puisque les principes doivent dépendre ni des autres principes, ni d'ailleurs mais chacun doit être fondé sur soi-même seulement. Il arrive cette perfection à une science qu'elle en est plus simple étant fondée sur le moindre nombre de principes évidents et sans preuve qu'il se peut. En général toute vérité mathématique qui n'est point principe doit être démontrée, autrement, elle n'est point recevable, étant comme une pièce vague détachée de son tout et qui interromprait l'unité de la science, laquelle unité doit être maintenue tant qu'il se pourra
. 

Roberval considère donc comme une atteinte à la perfection de la science de ne pas assez démontrer quand Pascal et Arnauld pensaient que ce risque provenait d'un trop plein de démonstrations. 

Il serait trop long d'examiner ici les critères du choix des principes premiers par Roberval et la mise en oeuvre de ce choix dans les Eléments de Géométrie
. Les axiomes et postulats doivent être en nombre minimum. Sur treize propositions euclidiennes non-démontrées, Roberval en retient sept (les moins contestées par la tradition; ce sont d'ailleurs celles qu'avaient retenues Proclus dans son Commentaire) et en démontre six. Il est donc établi que, pour Roberval, ce n'est pas leur valeur de vérité propre qui décide de leur statut: sa géométrie n'est pas une collection d'énoncés vrais. Ce qui compte, c'est l'optimisation de l'ensemble, le rendement du « flux déductif» ; c'est l'obtention d'un maximum de demonstrata pour un minimum de principes.

Ces observations appellent les remarques suivantes. Le côté intuitif, = \* MERGEFORMAT 
 c’est-à-dire évident, simple, clair immédiate​ment des principes premiers est nettement affaibli. On comprend bien, par contre, que les propositions choisies comme pre​miers principes sont  = \* MERGEFORMAT 
. Elles sont à la fois très générales et très génératrices d’objets et de relations. A ce titre elles sont susceptibles de produire beaucoup d’effet déductif. Leur valeur hypothétique en sort renforcée. C’est ainsi que pourra être obtenue la minimalisation en nombre des principes premiers. 

La réforme proposée pour les axiomes et postulats se prolonge dans le traitement des définitions. Ses définitions ne sont pas seulement conventionnelles; elles ont à voir avec une expérience universelle pré-géométrique, comme l'existence de l'espace tridimentionnel, la possibilité de division des étendues et le mouvement naturel. Ceci ne l'éloigne pas fondamentalement de la démarche euclidienne, si l'on suit M. Caveing pour qui 

 il semble alors inévitable, si l’auteur des Eléments voulait garantir l’accord entre la mathématique et le réel physique, que certaines définitions soient plus descriptives qu’opératoires, et même parfois inertes mathématique​ment (déf. I, 4 et V, 3), manifestant simplement le souci d’enfermer dans une formule une essence conçue comme préalablement donnée, et que les postulats soient chargés d’affirmer l’existence des objets par lesquels est assuré l’ancrage physique de la Géométrie… 
. 

En principe donc, Roberval partage une même conception et pourtant, l’usage des définitions est l’un des points forts de sa critique d’Euclide. Trois défauts nourrissent son insatisfaction : 

1) Bon nombre de définitions sont implicites chez celui-ci : la partie ; la longueur ; la limite ; la largeur ; l’inclinaison ; égal ; plus ou moins grand ; continu ; intervalle ; tout ; aire ; grandeur ; mesurer ; un ; pluralité ; profondeur.

2) Certaines sont ambiguës et hésitantes, comme la triple défini​tion de la ratio (aux dÈfinitions 3 ; 4 et 5 du Livre V). J.L. Gardies va jusqu’à en dénoncer le côté « scandaleux » = \* MERGEFORMAT 
 pour un tenant de la définition pascalienne 
.

3) Plusieurs définitions enfin demeurent sans jamais qu’un énoncé d’existence ne vienne leur donner la réalité nécessaire à un usage démonstratif légitime : les définitions de la ligne, de la surface et du plan (2, 5 et 7 du Livre I) ; de la partie et du multiple d’une grandeur (1 et 2 du Livre V) ; de l’unité et du nombre entier (1 et 2 du Livre VII) ; du solide (XI ; 1). Sans doute est-ce d'ailleurs le dernier de ces trois défauts qui incommode le plus Roberval. 
L’organisation des Eléments de Roberval est pour une bonne part commandée par la volonté de pallier les défauts de définitions des Livres euclidiens et d’abord le manque d’énoncé d’existence. Si, au total, les définitions sont plus nombreuses chez Roberval que chez Euclide, il faut y voir une conséquence de sa volonté de ne pas utiliser dans les démonstrations de mots non définis.

Enfin, on notera que parmi les non définis euclidiens, six résistent à la définition robervalienne : la longueur, la largeur, la profondeur, l’inclinaison, la pluralité (ou multitude) et la limite 
. Elles sont parti​culièrement significatives puisque les cinq premières caractérisent les cinq grandeurs de la géométrie et que la dernière se marie avec chacune d’entre elles pour définir les objets de base de la géométrie, notamment les figures. Il faut donc y voir des notions auxquelles s’applique fort bien la remarque de M. Caveing :  =OR(’ MERGEFIELD emblée_définitives  
,  MERGEFIELD leur_justification_appartient_à_la_métathéorie_de_la_science_considérée ),  MERGEFIELD par_exemple_à_la_philosophie_de_la_nature  
,/) 
,  MERGEFIELD à_la_théorie_des_catégories  \* MERGEFORMAT 
 « Les définitions se rapportant aux genres premiers sont d’emblée définitives et leur justification appartient à la métathéorie de la science considérée, par exemple à la philosophie de la nature et/ou à la théorie des catégories » 
.
La réduction logique

On doit mentionner l'expression la plus nette, quoique plus tardive, d'une position critique de même nature chez Leibniz qui à plusieurs reprises insiste sur la nécessité de définir et de démontrer au delà de l'indubitabilité de l'évidence. Ce dernier critère n'est pas essentiel: il est de bonne méthode de poser des principes dont la certitude n'est pas entière et d'en déduire des conséquences nécessaires: que celles-ci soient exactes ou non, l'enchaînement déductif lui-même est un acte de connaissance et justifie donc la démarche. De ce point de vue, la manière euclidienne est remarquable et il est heureux que les anciens, notamment Euclide, aient « bien voulu avancer avant que d'avoir démontré les axiomes qu'ils ont été obligés d'employer »
. En ce premier sens, le corpus euclidien est admirable par l'organisation de sa structure logique et déductive. Cette exigence logique a permis de dépasser la géométrie empirique, ce qui est bénéfique du point de vue méthodologique mais aussi du point de vue pratique puisqu'on démontre des propriétés non intuitives et échappant à l'imagination (comme l'asymptote où la finitude de certaines aires de dimensions infinies).

Ceci, cependant ne dispense pas de pousser l'analyse des principes bien plus loin en amont que ne l'ont fait les anciens comme Euclide et surtout peut-être comme le font bien des mathématiciens du temps. Les exemples pris chez Euclide où il est possible de réduire l'axiomatique en démontrant certains énoncés acceptés (explicitement ou implicitement) sont fréquents chez Leibniz: le tout et la partie, le retrait d'égaux à des égaux, le cinquième postulat, l'intersection des cercles, l'existence du plan. De même n'est-ce pas la ‘clarté’ de l'idée exprimée qui justifie une définition, mais la démonstration de la possibilité du défini, à savoir sa nature non contradictoire: son exploration des diverses définitions de la ligne droite (par deux points, par ensemble invariant, par trois points…) est révélatrice. 

Je suis persuadé écrit-il- que pour la perfection des sciences, il faut même qu’on démontre quelques propositions qu’on appelle axiomes comme en effet Apollonius a pris la peine de démontrer quelques-uns de ceux qu’Euclide a pris sans démonstration. Euclide avait raison mais Apollone en avait encore davantage. Il n’est pas nécessaire de le faire mais il ne laisse pas d’être important de le faire et nécessaire à certaines vues. Feu M. de Roberval méditait des Nouveaux Eléments de Géométrie, où il allait démontrer rigoureusement plusieurs propositions qu’Euclide a prises ou supposées. Je ne sais s’il acheva son ouvrage avant sa mort, mais je sais que bien des gens s’en moquèrent ; s’ils avaient su l’importance de cela, ils en auraient jugé autrement. Ce n’est pas nécessaire pour les apprentis, ni même pour les maîtres ordinaires mais pour avancer les sciences et pour passer les colonnes d’Hercule il n’y a rien de si nécessaire† 
. 

Dans les Nouveaux Essais, Leibniz insiste: 

Quelques uns (à l'Académie Royale des Sciences) trouvèrent à redire que, supposant cet axiome que, si à des égaux, on ajoute des grandeurs égales, il provient des égaux, il [Roberval] démontrait cet autre, qu’on juge de pareille évidence que, si des égaux, on ôte des grandeurs égales, il en reste des égaux. On disait qu’il devait les supposer tous deux ou les démontrer tous deux. Mais je n’étais pas de cet avis et je croyais que c’était toujours autant de gagné que d’avoir diminué le nombre des axiomes. Et l’addition sans doute est antérieure à la soustraction et plus simple, parce que les deux termes sont employés dans l’addition, l’un comme l’autre, ce qui n’est pas dans la soustraction. Mr Arnauld faisait le contraire de Mr Roberval. Il supposait encore plus qu’Euclide […] Au reste, il n’y a pas si longtemps que j’ai dit publiquement qu’il serait important de démontrer tous nos axiomes secondaires, dont on se sert ordinairement en les réduisant aux axiomes primitifs ou immédiats et indémontrables qui sont ce que j’appelais dernièrement et ailleurs les identiques 
. 

Deux indications me semblent dès lors utiles. La première concerne l'horizon logique que vise Leibniz, qui n'est autre que de réduire toutes les connaissances où règne une nécessité absolue ou métaphysique (et donc la géométrie) à un unique principe, celui des identiques. Toutes les démonstrations et toutes les définitions se pourraient tirer de l'unique énoncé A est A. Au fond toute axiomatique supplémentaire n'est là que provisoirement. Il faut toutefois accorder que cette exigence axiomatique doit se concilier avec une conception plus pragmatique du probable. Entre l'hypothétique et le démontré se constitue un équilibre. Michel Serres a développé cette idée
 en suggérant un rapport entre le nombre n (à minimiser) des axiomes et postulats et le nombre N (à maximiser) des résultats démontrés. Le N/n est comme la mesure de la vraisemblance globale de la théorie: plus il grandit, plus le probable s'approche du certain. 

Il faut tacher d'avancer - écrit Leibniz à Foucher - [...] en établissant beaucoup de choses sur quelque peu de suppositions […] ; nous saurons ce qu'il reste à démontrer […] pour parvenir à une pleine démonstration, et en attendant, nous aurons au moins des vérités hypothétiques et nous sortirons de la confusion des disputes. C'est la méthode des géomètres 
. 

La seconde concerne plus précisément la place des Eléments d'Euclide dans le vaste projet leibnizien de la Caractéristique Universelle. Si les « définitions» de celle-ci varient, on peut en tout cas y reconnaître un projet de langage absolument explicite et univoque; elle établirait les relations entre les concepts: une sorte de calcul des concepts. 

Il est bien établi, dit-il, que les signes ne sont 

pas seulement les mots mais aussi les caractères de l'Algèbre, les chiffres de l'arithmétique et même les figures de la géométrie. Il est cependant difficile de ne pas reconnaître que si les mathématiques, géométrie, algèbre, arithmétique (même nouvelle et infinitésimale) ne sont qu'une région de cette grande science formelle de l'ordre, elles se prêtent si bien à la caractéristique qu'elles fourniront pour une grande part le paradigme de la mathesis generalis. C'est à la géométrie que la Caractéristique Universelle s'applique le mieux et en tout cas le plus immédiatement
.

L'ambition du projet est considérable; les citations ne manquent pas. Comme le dit Echeverria, 

Le projet comprend la symbolisation de chaque terme primitif et, par suite, la combinaison de ces symboles [...] La combinaison des signes produirait, d'une part, la Géometrie d'Euclide systématiquement reconstruite et, de l'autre, l'invention de lieux et problèmes nouveaux qui surgiraient simplement par combinaison de caractères 
.

La caractéristique géométrique doit résoudre la question des fondements, au sens des propositions indémontrables. Rien de la géométrie d'Euclide ne serait supposé dans la caractéristique géométrique, « car on trouve ainsi par une espèce de calcul tout ce que la géométrie enseigne jusqu'aux éléments d'une manière analytique et déterminée. Car l'Algèbre qui suppose les éléments ne pousse pas l'analyse à bout, comme fait cette nouvelle caractéristique. »

« Axiomata ergo sola identica habeo pro indemonstrabilibus » écrit-il à Vagetius en décembre 1679
. Ce projet d'une ambition démesurée n'est resté qu'à l'état d'échantillons, plutôt élémentaires, et non à l'abri de critiques (Il n'est pas possible, dans le cadre de cet article de les examiner) : il tombe fréquemment dans des cercles vicieux, même dans des démonstrations simples. Bref, est-ce une branche morte? Non, ne serait-ce que dans la mesure où ce projet nous éclaire brillamment sur la conception leibnizienne des rapports des choses à leurs caractères, et du coup, sur l'étendue de la rationalité, qui se trouve accrue dans des proportions insoupçonnées.

Enfin, si la Caractéristique Géométrique prend une telle importance pour notre étude, c'est aussi parce qu'il existe déjà une expression de la géométrie, en tout cas de ses bases. Cette expression, établie depuis des siècles, socle de tous les développements ultérieurs, ce sont les Eléments d'Euclide. Un des premiers fragments en vue de constituer la Caractéristique Géométrique est appelé Demonstratio Axiomatum Euclidis 
. Leibniz étudie de près les Eléments à partir de cette période. Que la géométrie ait déjà été exprimée ne rend pas la tâche inutile; au contraire, elle établit la possibilité du projet. La question est d'en donner une meilleure expression dans laquelle les caractères seraient plus proche des choses, dans laquelle les définitions seraient quasi parfaites et contiendraient tous les prédicats des choses définies. Leibniz veut en donner une expression plus déterminée, plus claire, plus analytique, plus intense.

On retrouve bien là l'idée selon laquelle les relations à l'œuvre dans la géométrie ne sont pas arbitraires, subjectives. Il s'agit de la même géométrie, mais écrite, exprimée autrement.

On peut signaler la position de Théophile
 sur les axiomes d'Euclide, avec même, une critique du statut du postulat des parallèles. Il ne suffit pas de définir le plan: pour être vraie, sa définition doit s'accompagner d'une démonstration d'existence. Sur cette affaire, Leibniz soutient Roberval. L'axiome du retranchement d'égaux à des égaux est injustement classé comme notion commune dès lors que, même évident, il est susceptible de démonstration à partir de l'addition d'égaux à des égaux. En différentes occasions
, Leibniz propose une démonstration de l'axiome “le tout est plus grand que la partie”
. L’insistance sur le rôle des axiomes et la nécessité de les justifier l’éloigne, là encore, de l’intuitionisme mathématique.

La lecture d'Euclide par les auteurs du XVIIe siècle dessine ainsi une véritable bifurcation entre les mathématiciens de l’intuition et de l’évidence (Arnauld, Descartes ) et les mathématiciens qui engagent cette science vers l’axiomatique (Leibniz après Roberval et Pascal). « Ce que Descartes préparait, c'était la voie des mathématiciens qui jugent presque ridicule la critique des axiomes; ce que Leibniz préparait, c'était la voie de l'axiomatique »
. On observera donc la réactivation de deux traditions fortes de la géométrie, à partir de ces lectures d'Euclide: l'une qui vise à faire de cette discipline une science positive ou même naturelle et l'autre qui cherche à la fonder comme activité hypothético-déductive. La question renvoie naturellement au très ancien débat concernant les Eléments d’Euclide : les axiomes, postulats et premières proposi​tions sont-ils des modèles de pure intelligibilité ou la mise en forme ordonnée de principes expérimentaux à valeur générale ? Les treize Livres de l’Alexandrin rassemblent, a-t-on dit, des données d’expé​rience universelles pour servir de matériaux de base à une vaste construction de logique déductive. Leibniz qui appréciait hautement la valeur de cette construction écrivait néanmoins :  = ’ MERGEFIELD il_a_été_plus_facile_de_raisonner_démonstrativement_en_mathématiques ,  MERGEFIELD c ’ MERGEFIELD est_en_bonne_partie_parce_que_l ’ MERGEFIELD expérience_y_peut_garantir_le_raisonnement_à_tout_moment ,  MERGEFIELD comme_il_arrive_aussi_dans_les_figures_du_syllogisme  \* MERGEFORMAT 

.

La conception naturaliste des Eléments et de la Géométrie en général a été poussée à l’extrême par les positivistes, et d'abord par A. Comte qui estime qu' « il serait en effet impossible de se représenter une surface autrement que comme une plaque extrêmement mince et une ligne autrement que comme un fil infiniment délié » =AND( 
,  MERGEFIELD une_ligne_autrement_que_comme_un_fil_infiniment_délié  \* MERGEFORMAT 

. Au XVIIIe siècle, des mathématiciens aussi considérables que d'Alembert repousseront de même une certaine spéculation sur les objets élémentaires de la géométrie. Ainsi se désolait-il parce que « la définition et les propriétés de la ligne droite, ainsi que les lignes parallèles sont l’écueil et pour ainsi dire le scandale des Eléments de géométrie » =AND( 
,  MERGEFIELD les_propriétés_de_la_ligne_droite ),  MERGEFIELD ainsi_que_des_lignes_parallèles_sont_l ' MERGEFIELD écueil  
,  MERGEFIELD pour_ainsi_dire_le_scandale_des_Eléments_de_géométrie \* MERGEFORMAT 

. 

La redécouverte et la réactualisation de la géométrie d’Euclide passionne le XVIIe, siècle mais le problème qui fut à l’origine de la réunion d’un tel corpus, c’est-à-dire la mise en forme d’un ensemble déductif, établi sur des prin​cipes dérivant eux-mêmes de fondements réels et sensibles ne mobilise pas la majorité des esprits. En tout cas, il est clair que les conclusions auxquelles aboutissent la plupart des géomètres les détournent de la voie axiomatique, celle qu’empruntent Roberval puis Leibniz. 

Plus tard, Auguste Comte proposera une solution consistant à voir dans les questionnements sur les origines de la géométrie, un simple et regrettable effet du nuage ontologique dont on les enveloppait. Ce sont les faits naturels qui produisent les notions premières de la géométrie. Contre les manières métaphysiques en mathématique, il suffit de s'en remettre à l'empirisme qui fera de la géométrie une science naturelle, appuyée sur des faits généraux.

La ligne droite et la théorie des parallèles.

Inévitablement, la théorie des parallèles et la question relative à la cinquième demande sont un bon indicateur de la réception d'Euclide au XVIIè siècle. J.C. Pont écrit que

depuis le mémorable Commentaire de Proclus, une seule réponse a traversé les siècles, les manuels, les histoires de la géométrie, convaincante par sa constance : le cinquième postulat n’est pas assez évident pour accéder à la dignité de proposition indémontrable 
.
Il a donc toujours été question, soit de le démontrer, soit d'en démontrer un équivalent (ce qui revient au même), soit d'accepter un équivalent qui soit plus acceptable comme postulat.

La droite

A Roberval qui, en une longue suite d'énoncés, propose une définition de la ligne droite, par considération de l'ensemble invariant dans la rotation d'un solide, Arnauld oppose la conception suivante: 

Les idées de surface plate et d'une ligne droite sont si simples qu'on ne ferait qu'embrouiller ces termes en les voulant définir. On peut seulement en donner des exemples pour en fixer l'idée aux termes de chaque langue.
 

Il infléchit, voire infirme sa position en ajoutant :

Nous n'avons point défini la ligne droite parce que l'idée en est très claire d'elle-même et que tous les hommes conçoivent la même chose par ce mot. Mais il est bon de remarquer ce que nous concevons naturellement être enfermé dans cette idée, ce que l'on pourra prendre si l'on veut pour sa définition: la ligne droite est la plus courte étendue entre deux points
. 

Le désaccord est total et l'approche de la ligne droite par les invariants constitue l'un des éléments qui inaugure une géométrie fondée sur les propriétés des transformations isomorphes, géométrie qui réfute les conceptions intuitives ou naturelles. 

La cinquième demande

Quant au postulat des parallèles, les positions possibles sont donc claires: on peut, tout compte fait, accepter le cinquième postulat, on peut accepter un autre énoncé (jugé plus intuitif) clairement équivalent au postulat euclidien et on peut, en revanche, réorganiser l'axiomatique de la géométrie élémentaire pour faire du postulat un théorème.

On ne s'étonnera pas de trouver Arnauld aux côtés de ceux qui refusent l'erreur consistant à vouloir démontrer une propriété si évidente. Arnauld construit son chapitre sur le parallélisme à partir d'une série de demandes « naturelles» : il énonce d'entrée six axiomes dont celui-ci, le 6ème :

Deux lignes droites qui, étant prolongées vers un même côté s'approchent peu à peu, se couperons à la fin […] Euclide prend cette proposition pour un principe et avec raison: car elle a assez de clarté pour s'en contenter, et ce serait perdre le temps inutilement que de se rompre la tête pour la prouver par un long circuit.
 

Quant au reste et aux résultats concernant les parallèles et le 5ème postulat, ils sont déduits des propriétés de la perpendiculaire, en particulier d'une propriété selon laquelle la médiatrice d'un segment est l'ensemble des points équidistants des extrémités. Pour justifier cet axiome, Arnauld écrit simplement: « Je prétend que la seule considération de la nature de la ligne droite fait voir la vérité de cette proposition.» 

Il n'est pas seul à estimer vaines ces tentatives et il faut signaler que bien des éditions, parmi les plus répandues alors, ne s’embarrassaient guère de scrupules : celle de Jacques Peletier du Mans, Les six premiers livres des Eléments géométriques d’Euclide avec les démonstrations, parue d’abord en 1557 et rééditée en 1611 est souvent peu rigoureuse. On y trouve les définitions mêlées et superposées : « parallèles ou lignes équidistantes sont celles qui, étant sur un même plan et allongées d’un côté et d’autre, tant qu’on voudra, néanmoins jamais ne se joignent ensemble » =AND( 
,  MERGEFIELD lignes_équidistantes_sont_celles_qui ),  MERGEFIELD étant_sur_un_même_plan  
,  MERGEFIELD allongées_d )’ MERGEFIELD un_côté  
,  MERGEFIELD d )’ MERGEFIELD autre ,  MERGEFIELD tant_qu ’ MERGEFIELD on_voudra ,  MERGEFIELD néanmoins_jamais_ne_se_joignent_ensemble \* MERGEFORMAT 
 
. La propriété caractéristique des angles intérieurs est donnée « en plus » MERGEFIELD en_plus  comme explication de la définition. Plus loin, le cinquième postulat est démontré de façon quelque peu fantaisiste bien qu’il ait été classé auparavant comme « demande ou pétition » =OR( 
,  MERGEFIELD pétition \* MERGEFORMAT 
 
.

A l'opposé, d'autres auteurs du XVIIe siècle vont enrichir la tradition longuement et systématiquement étudiée par J.C. Pont qui appelle joliment ses tenants les P-micides
, ceux qui veulent occire P, le démontrer. L'histoire est presque aussi ancienne que celle du corpus euclidien lui-même. On a même fait d’Euclide un P-micide par intention : « Une telle construction (la théorie des parallèles) émane de quelqu’un qui s’est efforcé de réussir sans l’axiome des parallèles » =( MERGEFIELD la_théorie_des_parallèles )  MERGEFIELD émane_de_quelqu ’ MERGEFIELD un_qui_s ’ MERGEFIELD est_efforcé_de_réussir_sans_l ’ MERGEFIELD axiome_des_parallèles \* MERGEFORMAT 
 
 ; et J.C. Pont met en évidence avec soin les efforts déployés par Euclide pour ne laisser à ce postulat qu’une place la plus discrète possible dans les Eléments 
. 

Signalons seulement que des définitions du parallélisme alternatives à celle d'Euclide sont très anciennes (Posidonius, le premier peut-être, puis Geminus avaient proposé une définition par équidistance). La définition des parallèles par équidistance a eu la faveur de plusieurs des plus importants géomètres arabes (Aganis, Tabit ibn-Qurra ou chez Ibn al-Haytam). On sait que la définition des parallèles par équidistance, accompagnée de l’exhibition de deux telles droites est équivalente au cinquième postulat : la démonstration du 5e postulat est possible si l’on part de la définition par équidistance et si l’on dispose d’un énoncé d’existence. L’énoncé : « Il existe des lignes droites partout équidistantes l’une de l’autre » =’ MERGEFIELD une_de_l ’ MERGEFIELD autre \* MERGEFORMAT 
 
 est donc une alternative au cinquième postulat.
Des auteurs, au premier rang desquels on trouvera Roberval, vont donc porter leurs efforts sur la question de l’existence de ces droites équidistantes. Le quatrième livre de ses Eléments est entièrement consacré à la théorie des parallèles: le parallélisme est redéfini; par équidistance réciproque de deux droites; l'existence de deux droites équidistantes est établie par recours au fameux quadrangle à trois angles droits, tout ceci reposant bien entendu sur une axiomatique différente de celle d'Euclide, mais au bout du compte équivalente. Ce qui importe ici est de voir comment Roberval a estimé qu'il était nécessaire et possible de réorganiser la théorie des parallèles euclidienne en ayant recours à des principes premiers plus élémentaires que le cinquième postulat. Il convient aussi de signaler que dans sa tentative, il se montre plus rigoureux que d'autres auteurs ayant exploré les mêmes voies : on pense en particulier à des commentateurs arabes qui ont admis tacitement ou non l'existence de la parallèle équidistante, alors que Roberval sait bien que la question sensible est de démontrer cette existence.

Incontestable, dans cette direction, est l’influence de Christophe Clavius. Il propose deux démonstrations d'existence dont l'examen est pourtant sans appel:  =AND(,  MERGEFIELD pierre_angulaire_de_l ’ MERGEFIELD édifice_n ’ MERGEFIELD est_pas_démontré_d ’ MERGEFIELD une_manière_satisfaisante  
,  MERGEFIELD le_raisonnement_qui_l )’ MERGEFIELD accompagne_n ’ MERGEFIELD est_guère_plus_qu ’ MERGEFIELD une_explication[…].La_seconde_méthode_de_Clavius_n ’ MERGEFIELD est_pas_plus_satisfaisante \* MERGEFORMAT 
 

Le théorème 1, pierre angulaire de l’édifice n’est pas démontré de manière satisfaisante et le raisonnement qui l’accompagne n’est guère plus qu’une explication [...]. La seconde méthode de Clavius n’est pas plus satisfaisante
.

Les jésuites, dont on ne saurait sous-estimer la place dans le mouvement de mathématisation du XVIIe siècle, emboîtent le pas à leur maître Clavius. Les  =AND( 
,  MERGEFIELD Solidae \* MERGEFORMAT 
 publiés en 1654 par André Tacquet, jésuite lui aussi, connaissent un grand succès. Il y définit précisément les parallèles par équidistance : « Rectae lineae parallelae seu aequidistantes sunt, quae in eodem plano existentes, utrimque in infinitum protractae, aequalibus semper intervallis inter se distant » =,  MERGEFIELD quae_in_eodem_plano_existentes ,  MERGEFIELD utrimque_in_infinitum_protractae ,  MERGEFIELD aequalibus_semper_intervallis_inter_se_distant \* MERGEFORMAT 

. Il reprend, contre la définition euclidienne, l’argument classique selon lequel l’hyperbole et son asymptote y satisferaient sans être parallèles. Les postulats 4 et 5 d’Euclide sont écartés : le 5e «n’est pas clair de soi, ce que prouve la 29e proposition d’Euclide elle-même :des angles intérieurs font deux droits, alors les deux droites ne se rencontrent pas »
. Il est choqué par le classement en des genres distincts, postulat et théorème, de deux énoncés intrinsèquement analogues. Aussi annonce-t-il à propos du 5e postulat : « Nous en ferons un théorème que nous démontrerons à partir de la trente et unième proposition de ce livre »
 MERGEFIELD Nous_en_ferons_un_théorème_que_nous_démontrerons_à_partir_de_la_31e_proposition_de_ce_livre . Il faut reconnaître à Tacquet un réel souci de rigueur, même si la question de l’existence des droites équidistantes n’obtient pas de réponse satisfaisante. Tel n’est pas vraiment le cas de son confrère de la compagnie Claude François Milliet Dechales qui publie en 1677 Les Elémens d’Euclide expliquez d’une manière nouvelle & très facile
. La 32e définition y est un exemple de tout ce que l’exigence robervalienne rejette : « Les lignes parallèles sont dans un même plan et concourent jamais, étant partout également éloignées l’une de l’autre ». =AND( 
,  MERGEFIELD ne_concourent_jamais ),  MERGEFIELD étant_partout_également_éloignées_l ’ MERGEFIELD une_de_l ’ MERGEFIELD autre \* MERGEFORMAT 
 Deux définitions s’y trouvent juxtaposées, des théorèmes sont intégrés à la définition et l’existence n’est pas évoquée. Le 5e postulat est transformé en 11e maxime, mais néanmoins démontré à la proposition XXXII par utilisation de l’une, puis de l’autre des définitions. Arnauld développe lui aussi une théorie des parallèles utilisant la notion d'équidistance mais sans s'inquiéter des conditions d'existence.

Comme l'avait déjà noté Henry Saville en 1620, « il y a deux verrues ou deux tares dans le corpus de la géométrie, à cause desquelles des auteurs, tant anciens que récents, ont connu bien des nuits d'effort sans sommeil, la première est le postulat des parallèles, la seconde la composition des raisons »
. C'est la seconde cause de ces insomnies que j'aborde maintenant.

La théorie des proportions

Comme un feu d'artifice qui donne ses gerbes les plus éclatantes en un bouquet final, cette théorie déploie ses plus belles possibilités juste avant de disparaître surclassée par les automatismes du calcul algébrique. La théorie des proportions héritée des Eléments d'Euclide apparaît aux mathématiciens du XVIIe siècle incontournable, et même au cœur de leurs procédures démonstratives. Dans le même temps, les travaux en vue de la compléter, la modifier et l'étendre s'intensifient. Des difficultés de trois types inspirent et motivent ces essais:

1)Celles qui sont liées à des insuffisances internes repérées depuis longtemps: le statut seulement relationnel et non opératoire de la raison, l'absence d'un ordre total des raisons, l'admission implicite de la quatrième proportionnelle et aussi le dédoublement de doctrine selon que les quantités sont des grandeurs ou des nombres entiers.

2) Celles qui sont liées à l'élargissement de la notion de nombre. La possibilité d'un tel élargissement est envisagée très tôt mais tend à s'actualiser très sensiblement aux XVIe et XVIIe siècles. Cette tendance est notamment liée à la mise en œuvre générale des méthodes algébriques.

3) Enfin celles issues des exigences de manipulation de collections infinies de grandeurs ou encore de mises en rapports de quantités infinitésimales. La nouvelle physique mathématisée exige ce genre de manipulation; c'est en particulier une question centrale dans l'élaboration de la cinématique galiléenne puis newtonienne.

Relation ou quantité

Le rapport euclidien n'est - à proprement parlé - ni un nombre ni une grandeur, toutefois, dans le texte lui-même, il participe à bien des égard de la quantité: il est susceptible d'égalité, d'inégalité et de manipulations à tendance opératoires. La tentation est forte de faire participer les rapports à la forme considérée comme la plus générale de la quantité, la grandeur et, conjointement d'élargir la notion de nombre. Il existe une riche littérature moderne selon laquelle les grecs, et particulièrement Euclide avec son livre V, disposaient d’un équivalent exact de la coupure telle que l’a construite Dedekind 
. Selon ces lectures, ils disposaient ni plus ni moins que des réels positifs et d’une notion générale du nombre, bien au-delà du strict entier supérieur à 1. En conclusion de son étude du Livre V, J.Dhombres en arrive à l’idée selon laquelle, « la méthode d’Euclide conduit sans peine et sans utiliser d’autres outils que ceux d’Euclide, à l’exception près, toutefois, des nombres négatifs, à tous les sous-corps des nombres réels. L’extension maximale étant le corps des réels lui-même » =AND(’ MERGEFIELD Euclide ,  MERGEFIELD conduit_sans_peine  
,  MERGEFIELD sans_utiliser_d )’ MERGEFIELD autres_outils_que_ceux_d ’ MERGEFIELD Euclide ,  MERGEFIELD à_l ’ MERGEFIELD exception_près_toutefois_des_nombres_négatifs ,  MERGEFIELD à_tous_les_sous - MERGEFIELD corps_des_nombres_réels._L ’ MERGEFIELD extension_maximale_possible_étant_le_corps_des_réels_lui - MERGEFIELD même \* MERGEFORMAT 

. Demeurant prudent, il n’en infère pas qu’Euclide a construit les réels : une lecture actuelle peut y trouver - y retrouver - les réels comme une extension possible ; mais il serait vain de chercher une conception explicite et opératoire des nombres réels dans le cinquième livre. Les défauts de cette lecture modernisante ont été soigneusement examinés par B. Vitrac qui n'en conteste pas la valeur logique mais en souligne la faible pertinence historique. De toutes manières, la considération de cette équivalence logique, si elle peut être envisagée par des auteurs contemporains, ne pouvait avoir cours au XVIIe où, précisément, le nombre associé au continu ou même à l'extension des quantités rompues n'était lui-même pas logiquement constitué.

La recherche pour donner un statut mathématique opératoire à la notion de rapport (et donc ne pas le considérer seulement comme une relation) connaît un regain dès les redécouvertes du texte euclidien; ainsi est réactivée par Clavius la théorie de la dénomination. A n'importe quelle proportion est associée une dénomination qui n'est autre que « le nombre qui exprime nettement et au grand jour la manière d'être d'une quantité relativement à une autre ».
 Clavius estime cette notion suffisamment générale puisque “la dénomination d'une proportion quelconque peut facilement être inférée” [de ce qui précède]
. Cette notion permet de comparer les raisons, de les composer par multiplication des dénominations etc. en bref d'assurer un caractère opératoire aux manipulations sur les raisons. 

Que cette voie soit possible - à partir du livre V d'Euclide - est attesté par une longue tradition médiévale. La définition 5 du livre VI (qui définit le rapport composé comme résultat de la multiplication des valeurs des rapports donnés) a joué un rôle essentiel pour valider les interprétations ‘opérationnelles’ mais il est certain que cette définition est interpolée et Clavius a sans doute tort d'affirmer que son interprétation est la seule vraiment euclidienne et que tous les auteurs qui la réfutent tournent le dos à l'Alexandrin. De forts arguments militent contre la présence, même implicite, d'une telle notion chez Euclide. Il n'y a que deux résultats (VI. 23 et VIII. 5) dans tous les Eléments sur la composition des raisons. Le refus d'identifier la composition de raisons à une multiplication de grandeurs constitue donc une thèse solide et défendue jusque fort tard. Une discussion où Newton est engagé est assez représentative du débat. Après la parution, en 1687 de la première édition des Principia, il eut un échange avec un certain Gilbert Clerke sur la manière dont il manipulait les raisons composées. Celui-ci lui reproche de désigner de la même manière (par le terme dupla) aussi bien la raison composée avec elle-même (ce que nous désignerions par carré) que le double d'un nombre ou d'une fraction. La même remarque se peut faire pour les termes dimidiata avec équivoque sur la moitié et la racine, ou sur tripla etc. 

L'ambiguïté newtonienne est admissible à condition de concevoir la raison comme une relation nettement hétérogène à la notion de nombre ou de fraction. Dans ce cas, l'ambiguité née de la communauté de langage (double, triple…) selon que l'on a affaire à des raisons ou à des ‘nombres rompus’ est atténuée puisqu'il ne s'agit pas d'objets de même genre. Ainsi écrit Newton en répondant à Clerke: « La quantité 4/1 doublée est 8/1 mais la raison 4/1 doublée est 4/1x4/1 ou 16/1 »
. On manipule alors la composition des raisons avec un vocabulaire, voire des notations, plutôt additives (ainsi fait le professeur de mathématiques de Newton, Isaac Barrow). Ou alors, on manipule la composition de raisons au moyen d'un vocabulaire et de notations multiplicatives (duplicata, triplicata…), c'est-à-dire comme des nombres rompus dont on ferait le produit. On y est contraint, sous peine d'écritures contradictoires, si la distinction entre raison et quantité s'estompe. Cette tendance s'affirme comme dominante et Newton est conduit par son correspondant à réaménager ses notations en ce sens. William Oughtred qui introduit le signe x pour la multiplication l'applique d'ailleurs à la composition des raisons.

Dans le premier cas, on se conforme à une tradition plus strictement euclidienne de la notion de nombre et selon laquelle les manipulations définies sur les raisons et proportions (composition, ex aequali, perturbée, inverse…) restent éloignées d'une interprétation opératoire. Cette tradition est celle qui domine chez des auteurs médiévaux comme Bradwardine et Oresme.

La seconde manière de faire vise à donner aux raisons un statut plus proche de la quantité et aux manipulations citées une portée opératoire. Elle est envisagée très tôt (en particuliers dans les traités d'astronomie) puisqu'on la trouve fortement présente dans l'Almageste de Ptolémée. Le célèbre théorème de Ménélaus (I, 13 de l'Almageste) fait ainsi fonctionner la composition des raisons. Sous des formes variées, elle semble avoir la préférence de la majorité des auteurs des XVIe et XVIIe siècles.

L'échange que nous avons signalé entre Clerke et Newton est tout à fait instructif de ce moment transitoire où l'orthodoxie euclidienne doit laisser la place aux nouvelles écritures mathématiques. Il est clair que la discussion comporte aussi un vaste aspect philologique et que les arguments des uns ou des autres s'appuient sur les versions divergentes du corpus euclidien, sur les interpolations supposées au texte original…

Il n'est pas inintéressant de trouver en Newton, un tenant de la première tradition, réticente à voir dans les raisons des quantités; option en voie d'obsolescence au XVIIe siècle
.

Un essai de réforme, Arnauld

La théorie des proportions pose un délicat problème aux partisans de l'intuition et de l'idée claire ou de l'évidence en mathématique. Il n'est pas possible en effet d'énoncer des vérités intuitives claires et distinctes concernant les raisons et leur égalité. Sur cette question, on peut dire qu'Arnauld est en quelque sorte « piégé». Si la théorie des proportions occupe une place de choix dans sa géométrie, elle est surtout extrêmement laborieuse et malaisée. Pour commencer, il reçoit les nombres parmi les grandeurs, ce qui rend hors de propos la séparation euclidienne en deux théories. Il tourne résolument le dos à la définition du livre V, sans doute jugée trop éloignée des critères d'évidence. Il est exact que la notion fondamentale d'égalité des raisons par la correspondance des équimultiples respectifs, telle que l'a proposée Euclide ne saurait satisfaire l'intuitionisme extrême d'Arnauld. Sa démarche consiste à partir des notions élémentaires de comparaison 

quand on compare deux grandeurs homogènes ensemble […] cette comparaison peut se faire de deux manières […] La première est quand on regarde de combien la première surpasse la plus petite, ce qui s'appelle excès ou différence […] l'autre est quand on considère la manière dont une grandeur est contenue dans une autre, ou en contient une autre, ce qui s'appelle raison
. (Livre II, p. 22-23). 

Cette voie avait été explorée par des auteurs arabes (en particulier par al-Gayyani); mais, de la notion claire et distincte de contenance d'une grandeur dans une autre, jaillit un arbre touffu et fort complexe: la raison peut être de deux sortes. L'une quand il y a raison exacte ou de nombre à nombre. C'est le cas des grandeurs commensurables. L'autre est « quand il ne se trouve aucune aliquote dans l'une qui soit précisément tant de fois dans l'autre […] cette raison s'appelle sourde »
 et concerne les grandeurs incommensurables. Le plus délicat reste encore à venir quand il s'agit de définir les proportions qui sont aux comparaisons ce que celles-ci sont aux grandeurs: « on peut comparer ensemble ces comparaisons mêmes et c'est de là que vient ce qu'on appelle proportion »
. A prendre cet énoncé au sérieux, on est conduit à considérer que les raisons sont elles aussi des grandeurs puisque c'est sur les grandeurs qu'ont été définies comme possibles les comparaisons dont sont maintenant objet les raisons. Ceci pour produire deux sortes de proportions fondamentales: la proportion arithmétique, issue de l'égalité des différences de grandeurs et la proportion géométrique, issue de l'égalité des raisons entre grandeurs. Cette symétrie de construction des comparaisons, par différence ou par contenance, n'est évidemment qu'apparente et les difficultés relèvent exclusivement de la seconde sorte. Arnauld, qui avait voulu simplifier la notion première de la théorie, ne peut les éviter comme le montre son avertissement XXIX:

Cette notion d'égalité des raisons suffirait s'il était toujours aisé de juger si les antécédents sont également contenus dans les conséquents, mais parce que cela est souvent difficile, voici des propositions naturellement connues qui serviront d'axiomes pour le faire juger par le moyen d'une seconde définition de l'égalité des raisons qui ne sera qu'une explication de la première 
. 

Suit donc une seconde définition de l'égalité des raisons qui advient « quand toutes les aliquotes pareilles des antécédens sont chacunes également contenues dans chaque conséquen ». Cette seconde définition, « l'une des plus difficiles de la géométrie », a aussi de difficiles conséquences et « ce qui semble étrange en cecy est que les deux antécédens ayant une infinité d'aliquotes pareilles on puisse être assuré que si celles du premier ne sont jamais précisément tant de fois dans son conséquent il en soit de même de celles du second antécédent au regard de son conséquent… »
 J.L.Gardies, après examen de la tentative arnaldienne parle de désarroi et de recours maladroit à quelques exemples trop bien choisis. La clarté intuitive a accouché de la confusion et Arnauld, dans les rééditions des Nouveaux Eléments de Géométrie, en viendra à une définition bien plus proche de celle du livre V.

Une tentative orthodoxe d'approfondissement: Roberval

Comme ses contemporains, Roberval renonce à la division en deux de la théorie des proportions (grandeurs et nombres). Les nombres sont aussi des grandeurs et la théorie du Livre V est donc validée pour les nombres. Ceci mis à part, sa démarche est la plus orthodoxe de l'époque. Il évite les solutions qui contournent les difficultés de la théorie euclidienne, celle qui consistait à définir la raison autrement qu'Euclide (par anthyphérèse) et celle qui consistait à élargir la notion de nombre en y incluant les grandeurs continues et même les raisons (en adoptant la théorie des dénominations qu'il connaissait bien puisqu'elle avait été choisie, entre autres, par Clavius). Il reste euclidien, à certaines importantes nuances près, dans sa définition du nombre et dans sa définition des raisons. Son objectif est de plonger les livres arithmétiques d’Euclide dans le livreV
.

Cette fusion ne consiste pas seulement en un  MERGEFIELD cadrage  plus ample. La présence arithmétique au livre des raisons se fait aussi sentir dans les méthodes employées au cours des démonstrations. Les nombres, leurs multiples, leurs diviseurs, l’algorithme d’Euclide, tous ces outils propres à l’arithmétique sont intégrés à ce livre sur les raisons générales. Ceci est particulièrement vrai dans les démonstrations, absentes chez Euclide, qui établissent l’ordre total des raisons. Les démonstrations font aussi intervenir des raisons en nombre encadrant des raisons en grandeurs continues. La compréhension récurrente que nous pouvons avoir de cette « arithmétisation » MERGEFIELD arithmétisation  des méthodes au livre des raisons contribue évidemment à y voir un pas supplémentaire vers la constitution de l’ensemble des réels positifs formé de toutes les raisons en grandeurs. Par un jeu sur les égalités (cas de commensurablilité) et sur les inégalités, l’auteur  MERGEFIELD serre  les raisons en général par les raisons en nombre (par Q+ pourrait-on dire). Mais il faut bien l’avouer, avec Roberval, la prudence et la tradition sont au rendez-vous et les raisons ne prennent jamais leur totale autonomie ; en d’autres termes, la synthèse « proportionnelle » MERGEFIELD proportionnelle  ne va pas jusqu’à la constitution d’une nouvelle grandeur, pas explicitement en tout cas. La tentative est toutefois originale et remarquable dans la mesure où les analyses modernes visant à établir un lien (logique mais évidemment pas historique) entre le livre V et la construction des réels positifs le font directement à partir des nombres entiers
; avec Roberval, on a une construction à partir des rapports d'entiers.

Il trie avec circonspection parmi les versions des Eléments celles qui servent son dessein. Dès sa définition 4, il choisit de renforcer l'existence mathématique des raisons et d'en faire l'objet central de la théorie. Il fusionne les définitions 3 et 4 d'Euclide en associant la présentation du rapport et le critère de dépassement mutuel par multiplication. 

La raison de deux grandeurs l'une à l'autre réciproquement est le rapport ou la comparaison qu'elles ont entre elles, selon la quantité. Il faut qu'elles soient de même genre prochain comme de nombre à nombre, de ligne à ligne, de superficie à superficie, d'angle à angle, de solide à solide. Il faut aussi que chacune étant prise plusieurs fois puisse excéder l'autre
.

Il repousse plus loin (def. 6) la notion de proportion qui n'intervient qu'après la définition de raison pareille selon les équimultiples. L'usage dominant (Campanus, Stevin, Clavius…) est plutôt d'insérer immédiatement la fameuse définition interpolée de la proportion comme similitude de raison.

La définition 7 est encore une réunion, celle de l'authentique 6eme d'Euclide et de cette définition interpolée (qu'avaient déjà acceptée Adélard, Campanus, Clavius et d'une certaine manière Comandinus qui la repousse lui aussi plus loin). 

Une telle ressemblance de raisons pareilles que celle qui vient d'être expliquée, est appelée une proportion. Et les grandeurs lesquelles étant en pareilles raisons, font une proportion, sont appelées proportionnelles
.

Roberval choisit donc de hiérarchiser clairement les trois étages de la théorie: les grandeurs, les rapports puis la proportion. Il confirme la parenté des procédures qui, à partir des grandeurs, génèrent la raison et, à partir des raisons, génèrent la proportion =,  MERGEFIELD ainsi_la_ressemblance_de_deux_raisons_fait_une_proportion \* MERGEFORMAT 
. Cependant, alors que les raisons vont être ordonnées, les proportions ne sont susceptibles que d’être MERGEFIELD la_même  ou alors MERGEFIELD une_disproportion . De plus la procédure comparative ne peut se poursuivre à un troisième niveau, entre proportions : « De même que la comparaison de deux grandeurs fait une raison, ainsi la ressemblance de deux raisons fait une proportion »
 =’ MERGEFIELD on_voudra :_ce_n ’ MERGEFIELD est_toujours_qu ’ MERGEFIELD une_même_proportion \* MERGEFORMAT 
. Cependant, alors que les raisons vont être ordonnées, les proportions ne sont susceptibles que d’être « la même » ou alors « une disproportion ». De plus, la procédure comparative ne peut se poursuivre à un troisième niveau, entre proportions : « Quand il y aura tant de raisons semblables qu’on voudra : ce n’est toujours qu’une même proportion ». On a ainsi le sentiment qu’il fait un pas en direction de ce que nous appellerions la relation d’équivalence sur les raisons, tout en évitant d’en tirer les conséquences : l’identification des raisons qui forment une proportion.

La remarque qui suit la définition 7 signale en outre les défauts résultants d'une distinction insuffisante entre rapport et proportion:

Quelques-uns et entre autres ceux qui ont vécu ces derniers siècles confondent le mot de proportion et de raison. Ainsi ils manquent de mot pour signifier proprement proportion, sinon que quelques-uns disent analogie ou proportionnalité. Mais Viète et les bons auteurs de ce temps ont rétabli entre ces mots de raison et de proportion la différence qu'y ont mis Euclide et les anciens
.

Le reproche s'adresse à Campanus et Commandinus par exemple. 

Il insiste sur la nécessité d’ordonner l’ensemble des raisons, ce qui ne va pas de soi. Par sa définition et en s’appuyant sur les propriétés d’ordre des équimultiples, il établit ici que les relations « moindre » MERGEFIELD moindre  et « plus grande » MERGEFIELD plus_grande  sont réciproques, y compris pour les raisons. Les raisons euclidiennes étaient-elles déjà ordonnées et le scrupule de Roberval est-il superflu? La question est ouverte : on sait que Gardies estime que la quasi-absence d’ordre des raisons dans le livre V est caractéristique de l’esprit dans lequel il a été conçu : « L’auteur du livre V néglige ostensiblement les possibles relations d’ordre ou d’équivalence entre ces raisons » =OR(’ MERGEFIELD auteur_du_Livre_V_néglige_ostensiblement_les_possibles_relations_d ’ MERGEFIELD équivalence  
,  MERGEFIELD d )’ MERGEFIELD ordre_entre_ces_raisons \* MERGEFORMAT 

. Pour Heath c’est simplement par économie de définition qu’Euclide n’aurait pas surchargé sa 7e définition par l’exposé de la moindre raison 
. J.Dhombres est d’un avis plus tranché puisqu’il considère que « la définition 8 établit un ordre sur les raisons »
. MERGEFIELD La_définition_8_établit_un_ordre_sur_les_raisons__. 
Au vu des résultats obtenus par Roberval, on peut estimer que la structuration des raisons est considérablement plus argumentée dans les Eléments de Roberval que chez Euclide. Son refus d'assimiler les raisons à des nombres ou à des quantités susceptibles d'opérations internes complique pourtant la tâche si bien que la structuration, même renforcée, demeure celle d’un ensemble fantomatique.

On sait que l'argument principal permettant les opérations sur les raisons est la définition 5 du livre VI. Roberval la récuse (et il a raison puisqu'il s'agit d'un ajout) et propose une définition alternative et générale qui s'autorise d'un argument d'Euclide dans la démonstration de VI, 23: 

Quand il y a trois ou plusieurs termes de suite et entre ces termes, deux ou plusieurs raisons de suite, la raison du premier terme au dernier, est dite être composée de toutes les raisons moyennes prises de suite; savoir de la raison du premier terme au second, du second au troisième et ainsi des autres de suite jusqu’au dernier terme. Et si autant d’autres raisons sont pareilles aux susdites, chacune à la sienne, quoique ces autres raisons ne fussent pas de suite mais disjointes; cette même raison du premier terme au dernier de ceux qui sont de suite, sera aussi dite être composée de ces autres raisons qui ne sont pas de suite.
.

Cette définition renforce les performances opératoires de la théorie, tout en évitant les extrapolations discutées, issues de la très controversée définition VI, 5
.

Roberval, fort de la révision qu'il a opéré, consacre presque la totalité du septième livre de ses Eléments à la Ptolémaïde, ou théorème de Ménélaus: il s'agit de montrer l'efficacité opératoire de la composition des raisons, c'est-à-dire de montrer comment, à partir d'un approfondissement de la doctrine euclidienne, on peut élaborer une sorte d'algèbre des raisons.

Un essai d'achèvement, Grégoire de saint Vincent

Que manque-t-il à la théorie euclidienne pour qu'elle s'avère apte à résoudre les problèmes géométriques, qu'ils soient anciens ou nouvellement formulés? Peu de chose répond le jésuite Grégoire de Saint Vincent. Commettant un ‘impair’ qu'il paiera cher au purgatoire des savants sous-estimés, voire méprisés, il publie un gros ouvrage qui achève si bien la théorie des proportions qu'il la prétend apte à donner la solution du plus ancien et rétif de tous, la quadrature du cercle
. L'Opus geometricum (1647) de Grégoire n'en reste pas moins important; d'abord parce qu'il contient des perles de grande valeur pour le développement des mathématiques comme la première quadrature de l'hyperbole, mais surtout parce qu'il exprime les possibilités les plus extrêmes du livre V d'Euclide
. L'auteur est conscient du doute que fait naître le projet: comment une si ancienne théorie permettrait-elle de résoudre - aujourd'hui - ce qu'elle n'a pas dénoué dans les siècles précédents? Et il revendique qu'il faut lui donner un ‘coup de pouce’: 

C'est pourquoi j'ai jugé bon de découvrir des techniques nouvelles et des méthodes nouvelles capables de suppléer aux lacunes de la Géométrie antique […] à savoir en cherchant la grandeur, c'est-à-dire la quantité de n'importe quelle raison, lorsqu'on la considère comme continuée à l'infini
. 

Comme l'écrit J. Dhombres, 

c'est bien à un achèvement de la théorie des proportions que procède Grégoire en achevant les progressions géométriques illimitées. Le “terme” (c'est-à-dire la somme de la progression géométrique considérée) des unes est au fond le terme même de la théorie du livre V des Eléments d'Euclide et la visée opérationnelle de l'Opus geometricum
. 

La clé est l'admission de la répétition toujours possible d'une procédure annoncée par le très fréquent et hoc semper fiat.. Deux grandeurs A et B étant données, G est la moyenne géométrique quand A est à G comme G est à B et voici que deux voies 'infinies’ s'ouvrent. Celle qui, A et B étant données, construit C, telle que B soit moyenne entre A et C, puis D telle que C soit moyenne entre B et D et hoc semper fiat et celle qui, A et B étant données, construit G1, moyenne géométrique entre A et B, puis G2, moyenne géométrique entre A et G1 et hoc semper fiat.

Ne discutons pas davantage et retenons seulement que ce coup de pouce étant donné, l'effort du jésuite est de le rendre le plus naturellement conforme au livre V, d'en faire un aménagement interne à la théorie; on observe en particulier que l'écriture fractionnaire et donc toute possibilité d'associer fractions et raisons est évitée par Grégoire. Constatons encore que le résultat est significatif: non seulement la quadrature de l'hyperbole, mais encore la résolution rigoureuse de ses deux procédures indéfiniment poursuivies, ainsi que la standardisation de la méthode d'exhaustion. 

L'algèbre des proportions, comme la désigne Dhombres, manifeste les possibilités supérieures de la théorie mais elle enferme les courbes dans un rôle de transmettrices et transformatrices de proportions, elle méconnaît les ressources des expressions polynomiales et elle tombe dans la même déshérence que la théorie-mère.

L'élargissement du concept de nombre

D'autres auteurs entraînent les mathématiciens du XVIIe siècle vers le concept élargi de nombre (jusqu'aux raisons). Ainsi lit-on dans l'Encyclopédie Méthodique Mathématique que 

M. Neuton définit plus précisément le nombre, non pas une multiplicité d'unités, comme Euclide, mais le rapport abstrait d'une quantité à une autre de la même espèce, que l'on prend pour unité; d'après cette idée, il divise les nombres en trois espèces; savoir, nombres entiers, c'est-à-dire qui contiennent l'unité un certain nombre de fois et sans reste, comme 2, 3, 4 et nombres rompus ou fractions et nombres sourds ou incommensurables
.

Malebranche écrit en 1675: =AND(,  
,  MERGEFIELD tout_rapport_une_grandeur ),  MERGEFIELD il_est_visible_qu ’ MERGEFIELD on_peut_exprimer_tous_les_rapports_par_des_chiffres  
,  MERGEFIELD les_représenter_à_l )’ MERGEFIELD imagination_par_des_lignes \* MERGEFORMAT 
 « Toute grandeur étant donc un rapport, ou tout rapport une grandeur, il est visible qu’on peut exprimer tous les rapports par des chiffres et les représenter à l’imagination par des lignes »
. Telle sera aussi un peu plus tard la conception de Wolff : « Tout ce qui se rapporte à l’unité comme une ligne droite à une autre droite s’appelle nombre » =’ MERGEFIELD unité_comme_une_ligne_droite_à_une_autre_droite_s ’ MERGEFIELD appelle_nombre \* MERGEFORMAT 

, et aussi celle de Leibniz : MERGEFIELD Toutes_les_grandeurs_peuvent_être_exprimées_par_des_nombres  « Toutes les grandeurs peuvent être exprimées par des nombres »
.

Puissance de l'algébre et proportions: Descartes

Le développement de l'algèbre, héritage des arabes, reçu par les savants italiens du XVIe siècle, puis transmis en Europe et exploité en particulier par François Viète, Harriott, Nicolas Chuquet, scelle le destin de la théorie des proportions. Il est clair qu'une fois que les écritures, les notations, les règles de simplification, de transformations des polynomes et des équations auront été rendues efficaces, les notions centrales de la doctrine eudoxo-euclidienne auront vécu. Lorsqu'il sera devenu courant, par exemple, de noter 
a/b = (c/d)3 si et seulement si ad3 = bc3 ou encore lorsque chacun reconnaîtra en yy= 2ax-xx l'équation d'un cercle, alors les manipulations délicates des raisons et des proportions laisseront la place aux automatismes du calcul et un rapide effacement de la mémoire surviendra pour faire oublier le pourquoi et le comment (euclidien) de ces transformations: dans le premier exemple de l'effacement des notions liées à la définition (V, 10) des rapports doublé ou triplé, et dans le second cas de la présence de la proportion y:x :: (2a-x) : y dont l'interprétation géométrique caractérise bien un cercle. C'est au fond l'aboutissement d'un long processus marqué par deux évolutions: premièrement les applications principales de la théorie et les manipulations qu'elle autorisait ont côtoyé puis cohabité avec les notations fractionnaires ou nombres rompus, et deuxièmement les écritures algébriques ont bénéficié des traitements arithmétiques issus de la théorie.

Une remarque s'impose cependant, selon laquelle les fondateurs de la géométrie algébrique adossent leur manière nouvelle à la théorie des proportions. Il suffit de prendre un seul exemple, mais le plus probant, celui de René Descartes. Celui-ci accepte d'emblée les résultats de la théorie des proportions sans éprouver le besoin d'analyser ses fondements. Ainsi s’épargne-t-il l'examen des définitions euclidiennes pour n'en reprendre que les conséquences universellement validées. 

La réussite de Descartes consiste d'abord a faire du produit de deux grandeurs une opération interne. Traditionnellement, on donne pour produit de deux lignes le rectangle formé sur elles, mais si le résultat de cette opération est bien déterminé, elle n'est pas une une opération interne dans la mesure où le résultat (une aire) n'est pas homogène aux données (des longueurs).

Descartes n'esquive pas la question et nous avertit nettement qu'il ne s'agit pas de multiplier deux lignes. A bien y regarder, il n'y a pas, dans la Géométrie, d'opération qui, à deux lignes, associe leur ligne-produit. A trois lignes, dont l'une est nommée l'unité, on peut en associer une quatrième par la vertu de la théorie des proportions et de la propriété de Thalès (il en va de même pour la division et la racine carrée, cette dernière utilisant un corollaire du théorème de Pythagore).

La même question est plus longuement exposée dans la règle XVIII et la doctrine y est sensiblement différente. Deux lignes étant données, leur produit est déterminé sans que l’unité ne soit posée, mais il est alors une surface rectangulaire. Dans les Regulae, la multiplication des grandeurs n’est donc pas l’opération interne nécessaire à la constitution de la géométrie algébrique. Dans la Géométrie, le recours au rectangle disparaît au profit d’une construction directe en ligne. Cette construction exigeant le choix d’une ligne unité qui peut ordinairement être prise à discrétion. 

Si la géométrie algébrique manipulait des nombres structurés en corps (ou demi-corps), les remarques cartésiennes concernant les homogènes seraient incompréhensibles. Si l’affaire est si considérable pour Descartes, c’est en fait parce que les opérations internes en voie de constitution sont directement issues de la théorie des proportions, or il ne peut y avoir rapport qu'entre grandeurs homogènes. Ce point était déjà annoncé dans la règle XVIII notamment. Si l’unité est la base de toutes les relations, c’est 

qu’elle occupe le premier degré dans la série des grandeurs en proportion continue et que les grandeurs données se situent au second degré, tandis que les grandeurs cherchées se trouvent au troisième, au quatrième et aux degrés suivants si la proportion est directe; alors que, si elle est indirecte, la grandeur cherchée se trouve au second degré et aux degrés intermédiaires, tandis que la grandeur donnée se trouve au dernier.

En effet, a et b étant donnés, z = a.b ne signifie rien d'autre que z:a :: b:1. z est donc homogène à a et non à a.b, ce qui entraîne que l’écriture z = a.b n’a de sens que si elle est pensée comme z.1 = a.b. L’intervention de l’unité est ainsi la garantie que, dans cet ensemble non numérique, la multiplication (ou la division) puisse être définie dans le respect des homogènes. Le bénéfice est au demeurant celui-ci: l’opération peut se poursuivre en dimension quelconque. Nous sommes, avec la Géométrie, non seulement dans un moment décisif de constitution de la géométrie algébrique, mais - et c’est peut-être l’essentiel - dans le moment si difficile à repérer de l’histoire des mathématiques où la théorie des proportions laisse la place au calcul algébrique par un élargissement de la notion de nombre (la raison eudoxo-euclidienne accomplit sa mue en nombre rationnel). On sait bien qu’en théorie des proportions, il n’y a pas véritablement d’opération, mais un ensemble de règles de conservation des proportions. La Géométrie de Descartes est bel et bien bâtie sur la grande doctrine eudoxo-euclidienne des grandeurs continues, mais elle parvient à y greffer un élément neutre et une multiplication. Si l'on voulait être tout à fait strict, il faudrait reconnaître qu'il n'y a pas, dans la Géométrie, de multiplication mais la recherche d'une quatrième proportionnelle. Avec Descartes, les mathématiques ont des racines strictement euclidiennes, mais elles porteront des fruits bien au delà de ce qui était admis dans les treize livres de l'alexandrin.

S'il se libère des épines de la doctrine, il en conserve l'essentiel et on ne saurait trop insister sur l'idée selon laquelle le cœur de la géométrie algébrique cartésienne est la théorie des proportions. Les modalités nouvelles en sont les notations, la puissance de généralisation, mais les règles de transformation, de simplification, les opérations autorisées ressortent à cette théorie eudoxo-euclidienne. Descartes le répète, depuis les Regulae, jusqu'à la Géométrie, la mise en équation d'un problème géométrique, sa résolution ne consistent en rien d'autre qu'en l'application de cette ancienne théorie: « [Les diverses sciences dites mathématiques] s'accordent toutes en ce qu'elles n'y considèrent autre chose que les divers rapports et proportions qui s'y trouvent
.

La règle VI expose de même le principal secret de la méthode sous couvert de l'étude d'une proportion simple d'abord, puis, grâce à ce premier résultat d'une proportion qui mène à un problème du second degré, puis du troisième etc. La règle XIV est catégorique qui nous dit encore :

Concluons donc avec assurance et résolution que les questions parfaitement déterminées ne contiennent à peu près aucune difficulté, sinon celle qui consiste à développer les proportions pour en faire des égalités et tout ce en quoi se rencontre précisément cette difficulté, peut aisément, et doit nécessairement être séparé de tout autre sujet et ensuite être transposé dans l'étendue et sous forme de figures
.
Il est difficile d'être - à cet égard - plus catégorique que Jules Vuillemin lorsqu'il écrit « Beaucoup plus qu'une théorie du parallélisme entre fonctions et courbes, la Géométrie est d'abord une conception des proportions » et ce n'est certes pas une vue locale de la méthode puisque, si l'on suit toujours Vuillemin, « aux yeux du philosophe, l'invention de la géométrie analytique paraît secondaire par rapport à l'invention d'une méthode universelle de pensée, contenue […] dans la théorie générale des proportions »
. L'examen de la Géométrie ne fait - à mes yeux - que confirmer ce jugement que Vuillemin pousse à l'extrême en étudiant la solution cartésienne du problème de Pappus: 

Or, quoiqu'il innove par ailleurs, Descartes continue de poser le problème de Pappus dans les termes des anciens, c'est-à-dire en termes de proportions[...] Il y a sur ce point, un entier accord entre la Géométrie et les Règles pour la direction de l'esprit, ainsi qu'avec toutes les œuvres ultérieures de Descartes: la nouvelle Géométrie se réduit à cette théorie des proportions
. 

Il est bien établi que ceci constitue une limitation certaine des mathématiques cartésiennes puisque précisément, toutes les relations qui ne peuvent s'exprimer selon des proportions exactes sont exclues de la connaissance mathématique (ainsi les transcendantes). Une question demeure, qui rend le jugement cité supra abusif: pourquoi l'usage cartésien des proportions frappe-t-il d'obsolescence la théorie, ce que ne fait pas l'usage de Grégoire? La réponse est connue: là où Grégoire (comme Roberval) vise à constituer une algèbre des raisons, Descartes, par le rôle essentiel qu'il accorde à l'expression algébrique des racines et des lieux, engage la nouvelle géométrie dans l'algèbre des polynômes, celle que nous pratiquons. Il réduit l'usage propre survivant de la superbe machinerie euclidienne à la règle de trois
. Retenons simplement que l'automatisme algébrique qui va rendre caduque la manière euclidienne de transformer les égalités et les inégalités est au départ justifié par cette manière là. 

Deux essais d'élargissement, Cavalieri, Mengoli.

La théorie des proportions semble, à première vue, inadéquate à bien des domaines nouveaux des mathématiques du XVIIe. Pour avoir raison entre elles, les grandeurs doivent être de même genre (définition V, 3) et doivent, étant multipliées, se dépasser l'une l'autre (définition V, 4). Lorsque Cavalieri compose sa Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (1635), il propose la mise en rapport de grandeurs dans lesquelles interviennent des indivisibles; or il est clair que les indivisibles cavaliériens ne sont pas conformes aux réquisits rappelés ici: ce ne sont pas des grandeurs euclidiennes. L'élève de Galilée va cependant s'efforcer d'insérer sa doctrine dans le cadre conceptuel du livre V d'Euclide
.

Aussi Cavalieri a-t-il bien soin de ne pas mettre en rapport des sommes d'indivisibles avec les grandeurs qu'ils constituent. Il s'efforce de concevoir un nouveau type de grandeur qui ne soit ni ligne, ni surface, ni solide, mais qui soit obtenue par collection d'ndivisibles. Soit une figure donnée sur un plan, on se donne une Regula. Un plan parallèle à cette regula est mû d'une tangente à la tangente opposée. Les intersections plan/figure (indivisibles de la figure), collationnées ensemble (communes sectiones simul collectae), sont appelées Omnes lineae. L'essentiel est alors la considération des rapports que peuvent entretenir les différentes collections d'Omnes lineae de deux figures. 

Un principe décisif pour élaborer les propriétés des Omnes est le suivant: Ut unum ad unum, sic omnia ad omnia, il s'agit au fond d'un principe intermédiaire entre la mise en rapport d'un indivisible à un autre et d'une figure à une autre, en passant par le rapport d'un Omnes à un autre.

Deux figures F1 et F2 étant données et parcourues selon une commune règle, Om.1 et Om.2 désignant les collections d'indivisibles, il faut atteindre le but suivant:

F1 : F2 :: Om.1: Om.2, qui est le théorème 3 du livre II.

Cavalieri sait parfaitement qu'il crée un nouvel objet et se garde rigoureusement d'écrire que F1 et Om.1 sont une seule et même chose. Il lui faut faire accéder le nouvel objet au statut de “grandeur”, au sens euclidien, c'est-à-dire que cet objet nouveau doit être susceptible de l'axiome d'Eudoxe-Archimède et de la définition (V,4) d'Euclide. Omnes lineae doit être susceptible des axiomes d'égalité et de comparaison; d'ordre. Ainsi dit le théorème 1 du livre II: « Quarum libet planarum figurarum omnes lineae…sunt magnitudines inter se rationem habentes »
 (d'où il ressort que ‘toutes les lignes’ des figures planes sont des grandeurs ayant raison entre elles.)
Il lui faut en même temps échapper au traditionnel dilemme de la composition du continu. Le nombre des Omnes lineae ne doit pas intervenir et la question de savoir si la figure est composée de ses indivisibles est évitée. La théorie doit être valable, indépendamment de la réponse philosophique adoptée. Ses refus sont explicites et Omnes Lineae ne résulte pas d'une somme.

On connaît une seconde méthode cavaliérienne, dite distributive. Cette seconde méthode est exposée dans le livre sept de la Geometria qui fut rédigé tardivement et explique les huit années écoulées avant la publication de celle-ci. La raison essentielle pourrait bien être une longue tentative pour convaincre Galilée. Cette méthode est reprise dans les Exercitationes (1647), au chapitre second. Il faut dire qu'elle n'éclipse jamais, chez Cavalieri, la première. Il s'agit d'une autre présentation, peut-être à même de désarmer certaines critiques anti infinitistes. Il s'agit essentiellement de se passer du concept d'Omnes et de focaliser l'attention sur la comparaison des cordes (ou des sections planes) considérées une à une. Alors, en évitant la constitution d'un nouveau type de grandeur ‘néo-euclidienne’ que sont les ‘collections’ issues des Omnes, Cavalieri s'appuie directement sur les rapports induits sur les figures elles-mêmes. Ceci est possible par une redémonstration du ‘principe de Cavalieri’ :

Figurae planae quacumque in eisdem parallelis constitutae, in quibus, ductis quibuscumque eisdem parallelibus aequidistantibus rectis lineis, conceptae cujuscumque rectae lineae portiones sint inter se, ut cujuslibet alterius in eisdem figuris conceptae portiones (homologis tamen in eadem figura semper existentibus) eandem inter se proportionem habebunt, quam dictae portiones
. (Etant données deux figures de même hauteur et une règle interceptrice commune, si des cordes (des sections planes) sont dans un rapport donné, alors les figures sont dans le même rapport)
Voici comment Ettore Carruccio résume le principe des indivisibles:

Si deux figures planes sont interceptées par un ensemble de lignes droites parallèles et si les cordes définies par les intersections sont égales, alors, les aires des figures le sont aussi. Si les cordes sont dans un rapport constant, alors les aires sont dans le même rapport. De même si deux solides sont interceptés par un ensemble de plans parallèles et si les aires interceptées sont égales, alors les volumes le sont. Si les aires sont dans un rapport constant, alors les volumes sont dans le même rapport
.

On trouve chez Cavalieri, comme argument ou comme preuve, des démonstrations rigoureuses, obtenues par la méthode d'exhaustion traditionnelle mais applicables à des catégories de figures particulières. On doit donc interpréter la doctrine de Cavalieri comme un essai pour soumettre des collections infinies d'objets à la théorie euclidienne; c'est en ce sens un essai d'extension de cette théorie, extension rendue nécessaire par les exigences (en quadrature, calcul de centres de gravité, élaboration de la notion de vitesse…) des mathématiques et de la physique de l'époque. 

Mengoli, l'élève de Cavalieri, qui d'ailleurs lui succède à la chaire de mathématique de Bologne, développe une vaste théorie à partir - dit-il - du livre V d'Euclide et qu'il nomme théorie des quasi-proportions. Il entend étendre la validité des proportions à la limite. Ainsi définit-il la raison quasi infinie comme celle qui peut être rendue plus grande que toute raison donnée, la raison quasi-nulle, comme celle qui peut être rendue plus petite que toute raison donnée et la quasi-égalité de raisons quand la différence entre deux raisons peut est inférieure à toute différence considérée. Il entend ainsi valider la théorie des proportions lors d'opérations de passage à la limite
. On pourra rapprocher cette tentative de celle de Roberval qui donne la proposition suivante comme principe de sa doctrine des indivisibles:

Lemme général : S'il y a une vraie raison de R à S et deux quantités A et B telles que pour une petite quantité ajoutée à A alors la somme a à B une plus grande raison que R à S; et pour une petite quantité retranchée à A, le reste a à B une plus petite raison que R à S; alors je dis que A est à B comme R à S
.

Le lemme justifie les passages à la limite des rapports obtenus avec les inscrites ou circonscrites. Il faut signaler que cette façon de penser l'égalisation des rapports est détaillée dans le long traité des Eléments de Géométrie de Roberval
. Sans doute doit-on rapprocher cette manière de penser l'identité des raisons, à la limite, des conceptions précédentes de Lucas Valerio que Roberval lisait et admirait
. Dans le même ordre d'idée, il faut aussi rendre hommage au travail de Grégoire de Saint Vincent qui établit aussi des égalités de raisons, à la limite selon une procédure dont J. Dhombres montre qu’elle modifie la donne classique de la méthode
. La dette que le calcul infinitésimal a envers les méthodes issues des proportions est réaffirmée un bon siècle plus tard, dans l' Encyclopédie Mathématique Méthodique (tome 1, p. 703) lorsqu'on y lit que “le calcul différentiel n'est autre chose que la méthode d'exhaustion des anciens, réduite à une analyse simple et commode: c'est la méthode de déterminer analytiquement les limites des rapports”.
 

Newton et les Principia
La résistance de la manière euclidienne est manifeste à un second titre dans l'œuvre de Newton. Cette fois comme utilisateur des méthodes anciennes dans le processus même de création de méthodes nouvelles. 

Les mathématiques utilisées dans Les Principia sont marquées par un effort d'élimination des infiniment petits et même du style algébrique pour un recours aux méthodes géométriques classiques. La méthode centrale est celle des premières et dernières raisons. On y reconnaît le souhait de s'en remettre à la théorie euclidienne, notamment en évitant la considération de la fluxion d'une quantité pour elle-même, mais en considérant toujours le rapport de deux fluxions.

Ceci n'a pas manqué d'intriguer les commentateurs et l'on sait que les versions des Principia qui circulèrent dès le début du XVIIIe siècle intégraient une transcripion algébrique et infinitésimale des démonstrations newtoniennes. De récents travaux sur le développement de la pensée de Newton offrent de très intéressantes perspectives à notre discussion. L'idée générale en est la suivante: la formation newtonienne n'a pas suivi l'ordre chronologique de l'histoire des mathématiques. Il a commencé par devenir un maître dans la manière cartésienne de pratiquer l'algèbre et ses rapports aux constructions géométriques. Il ne semble pas avoir approfondi dans sa jeunesse les trésors de l'analyse des anciens. La période 1673-1683 au contraire, alors qu'il était professeur lucasien à Cambridge, fut celle de cette découverte. Il aurait, parallèlement, développé des doutes et des objections sur la puissance de la Géométrie cartésienne et c'est au fond à une réévaluation fondamentale des méthodes classiques et géométriques qu'il procède. Ainsi choisit-il d'écrire les Principia, non dans un langage semi-classique cartésien, mais dans un style véritablement classique. 

La raison fondamentale du choix newtonien -écrit Aldo Brigaglia- réside dans un besoin de cohérence interne […] Le langage choisi est celui qui lui paraît répondre au mieux aux exigences de clarté, de rigueur, d'efficacité et d'élégance
.

Ainsi, le style qui sera celui des Principia est-il élaboré dans cette perspective critique et se déploie dans le traité Geometria Curvilinea de 1680. L'exploitation des trésors classiques est associé à des élaborations radicalement nouvelles, en particulier celle d'un calcul centré sur le concept de fonction. Cette situation est ainsi résumée par Massimo Galuzzi: 

Il s'agit d'une tentative pour greffer le conquêtes du calcul sur l'arbre de la géométrie classique […]Dans la mathématique classique, ce qui est certainement le plus à même d'exprimer la dépendance fonctionnelle est la théorie des proportions. On pense aux livres V et VI des Eléments […] En bref, la Geometria Curvilinea peut être décrite comme une tentative d'étendre la théorie des proportions classique
.

Evidemment, de nouvelles définitions doivent être introduites pour rendre possible une interprétation fonctionnelle: celles de fluente, de fluxion, mais aussi de nouveaux axiomes comme le fameux axiome des premières et dernières raisons des quantités naissantes ou évanescentes. Ce qui importe, dans le cadre de mon article est d'observer comment, à un moment essentiel de bouleversement conceptuel des mathématiques (vers le calcul infinitésimal) et chez un auteur qui en est l'un des principaux instigateurs, la voie royale empruntée (et réaménagée) est encore celle qu'avait ouverte le Livre V d'Euclide.

J'ai voulu montrer, dans ces paragraphes que l'ensemble des domaines des mathématiques visant à manipuler l'infini (indivisibles ou limites) naît, d'abord, dans une volonté affirmée par ses promoteurs de fidélité (même réformatrice) à la théorie du livre V euclidien.

Mais, tout ceci est un chant du cygne. Les méthodes algébriques, les progrès de l'analyse infinitésimales surclassent définitivement la théorie eudoxo-euclidienne. Les règles du calcul algébrique, la maîtrise des passages aux limites, l'affirmation du concept de fonction, les équations et courbes transcendantes ont rapidement raison des méthodes du livre V qui ne sont pas utilisées par Leibniz et ses successeurs. Celui-ci adopte immédiatement (et fait adopter par les Acta eruditorum) une notation unifiée pour la raison et la division puisque la proportion est notée a:b = c:d. Il se fait plus explicite encore en écrivant: 

J'ai toujours désapprouvé le fait qu'un signe spécial soit utilisé pour les raisons et proportions, du fait que le signe de division est suffisant pour la raison et celui d'égalité pour la proportion. En conséquence, j'écris la raison de a à b ainsi: a:b ou a/b comme on le fait pour diviser a par b. Je désigne la proportion, ou égalité de deux raisons par l'égalité de deux divisions ou fractions. Ainsi, quand j'affirme que la raison de a à b est la même que celle de c à d, il suffit d'écrire a:b = c:d ou a/b = c/d
. 

Il aura, à ce sujet, une controverse avec Clarke qui maintient l'impossibilité de considérer les raisons comme directement associées à des quantités, ce que réfute fermement Leibniz arguant que 

Les choses relatives ont leur quantité, aussi bien que les choses absolues. Par exemple, les raisons ou proportions en mathématique, ont leur quantité et elles sont mesurées par les logarithmes et cependant sont des relations
.
Conclusion

L'intensité de la présence d'Euclide est, je l'espère, assez démontrée dans les mathématiques et la physique du XVIIe siècle; c'est une présence problématique et proche d'une sorte d'effacement sinon d'effondrement. Il est une autre présence de l'œuvre euclidienne, à la fois plus essentielle et moins en crise à la même période; c'est celle que l'on observe dans la philosophie elle-même. Je ne puis que l'évoquer ici, mais elle est impressionnante. La certitude mathématique est le modèle d'accession à la vérité revendiqué par Descartes, Pascal, Hobbes, Spinoza, Leibniz pour ne citer qu'eux. Certes les modalités sont différentes selon les auteurs: la notion de certitude n'est pas la même, les possibilités d'exporter ces certitudes mathématiques aux phénomènes naturels, aux argumentations morales et aux démonstrations métaphysiques divergent, mais, chez tous ceux-là, le modèle fonctionne. Pour Descartes, c'est dans la géométrie que l'on trouve les étincelles divines de vérité. Pour Pascal, si la méthode parfaite pour ne point errer est impossible aux hommes, celle qui est la meilleure et la plus certaine accessible aux hommes, la géométrie l'enseigne parfaitement. Pour comprendre les modes de la perception utile à l'affirmation ou la négation indubitable d'une chose, Spinoza « ne prend qu'un seul exemple 
», justement celui de la proportionnalité de quatre grandeurs, pour n'accorder la perception adéquate qu'aux seuls mathématiciens qui en connaissent la théorie. Leibniz enfin fait de la métaphysique en faisant de la géométrie et réciproquement. Or, pour eux tous, par delà les critiques ‘techniques’ légitimes qu'on peut ou doit lui adresser, la géométrie d'Euclide reste le modèle du modèle.
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� Article paru dans la revue Sciences et techniques en Perspective, II e série 1, 1997, f. 2.


� Caveing (1990), p. 79.


� Il y a aussi bien sûr le corpus classique post euclidien. On songe notamment à la place décisive des traités archimédiens qui sont eux-mêmes héritiers critiques de l'alexandrin.


� En écrivant ceci, je n'entre pas dans les discussion sur l'origine sensible des notions premières de la géométrie euclidienne, ni sur l'usage physique qui avait déjà pu en être fait par les astronomes et physiciens hellénistiques (Archimède, Ptolémée…) J'indique seulement le statut de discours purement intelligible de cette œuvre.


� Roberval (1675), 2e Avertissement, Livre VI, p. 304.


� Clavius (1574), p. 7-8.


� Descartes (Alquié), vol.1, p. 178-179.


� Giusti (1993), p. 39


� Giusti, Ibid. p. 36-37


� Pour reprendre le terme galiléen. Le choix de proporzione, c'est-à-dire proportion plutôt que rapport ou raison pour n'est pas du tout général. Il s'inscrit dans le riche débat autour de la fameuse déf. 5 du livre VI et détermine en partie les réponses apportées aux questions suivantes: quelle est la portée opératoire de la composition de raisons; quel est le degré de proximité du  avec la quantité ?


� Galilée (Opere), t. VIII, p. 353.


�Ibid., t.VIII, p. 373. Extrait d'un frammento de la même période que la lettre à Sarpi. Traduction d'Egidio Festa, in Revue d'Histoire des Sciences, Tome XLV- 2/3- avril-septembre 1992.


� Ibid., t. X, p. 115. Traduction de E. Festa.


� Voici le passage ‘erroné’ :“… Donc la vitesse avec laquelle la ligne ad a été traversée est à la vitesse avec laquelle a été traversée la ligne ac dans le rapport double (comme le carré) de da à ac. Et puisque le rapport de la vitesse à la vitesse est l'inverse du rapport (contraria proporzione)du temps au temps (car accroître la vitesse est la même chose que diminuer le temps), il s'ensuit que la durée du mouvement en ad est à la durée du mouvement en ac dans un rapport sous-double (subduplicata proporzione, à savoir, comme racine carrée) de celui de la distance ad à la distance ac. Ibid., t.VIII, p. 564 sq. Traduction de E. Festa, Ibid., p. 319.


� Je ne discute pas ici de tous les aspects de la question, mais je ne parviens pas à me satisfaire du trop facile ‘joker’ que constitue l'appel à l'erreur, en un lieu décisif et de la part d'un expert en théorie des proportions. Peut-être d'autres interprétations sont-elles possibles, comme celle que propose Pierre Souffrin lorsqu'il suggère que Galilée exprime des propriétés concernant la série harmonique. Voir son article, Histoire d'une erreur, erreurs de l'histoire: l'affaire de la “Lettre à Sarpi” de Galilée. Par Souffrin P. et Manzochi M., (1992).


� Descartes, (A.T) vol.I, p. 304.


� Je préfère conserver ce mot malgré les risques encourus si l'on y met un sens moderne. Il renvoie ici à la théorie de l'intuition telle qu'elle est développée dans la philosophie cartésienne et telle qu'elle exerce une influence sur les auteurs de l'époque. 


� Blondel, (1675), p. 57-61.


� -XVe à des égales, on ajoute des inégales, les tous sont inégaux


-XVIe à des inégales, on ajoute des égales, les tous sont inégaux


-XVIIe à des égales, sont retranchées des inégales, les tous sont inégaux


-XVIIIe à des inégales, on ajoute des égales, les tous sont inégaux.


A vrai dire Clavius propose des démonstrations de ces énoncés, celles-ci cependant correspondent à un modèle très particulier, celui de l’addition de segments de lignes droites. 


� Cf. Roberval (1675), p. 105.


� Il pourrait être énoncé ainsi: “Si une ligne joint un point extérieur à une figure à un point intérieur à cette figure, cette ligne a au moins un point commun avec la frontière de cette figure”, Vitrac, (1990) vol. 1, p. 196. Un tel présupposé est justement explicité comme principe par Pascal dans L'introduction à la géométrie.


� Arnauld, (1667), Livre V, 1ère section, 4e axiome. Elle fait le second théorème du Livre II de Roberval.


� Ibid., 5e axiome. Elle fait le 3e théorème du Livre II de Roberval.


� Ibid., Premier Avertissement du Livre V.


� Ibid., Livre V, 5ème axiome.


� Arnauld et Nicole, (1662), p. 399.


� Nicole, préface aux N.E.G., in Arnauld (1667), p. 10.


� Gardies (1984), p. 102. 


� Descartes, (Alquié), vol. III, p. 121.Les Principes de la philosophie, I, 49.


� Descartes, (Alquié), vol. III, p. 658. A Clerselier, juin-juillet 1646.


� Thèse à laquelle Leibniz opposera radicalement la réduction au principe d'identité.


� Belaval, (1960), p. 189.


� « Descartes et Pascal conçoivent l’un et l’autre le raisonnement géométrique comme procédant du simple au complexe, au contraire de la déduction syllogistique qui procédait du général au particulier, mais Descartes tient en posant ses principes à affirmer une vérité essentielle ; Pascal, précurseur de l’axiomatique moderne tend à les considérer comme de simples postulats. Dans la conduite du raisonnement, Descartes ne cesse de faire intervenir l’évidence, qui légitime le passage de chaque chaînon déductif au chaînon suivant. Pascal, pour sa part, veut surtout éviter tout glissement de sens et faire en sorte que le contenu des principes ne soit jamais débordé», Mesnard, (1964), vol.II, p. 378.


� Pascal, (1655), p. 350-1.


� D. Descotes, (1993), p. 189.
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